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Doppelvierpol als regelbares Transformationsglied. a 
Von R. Hofer, Wien. ee 
Mit 10 Textabbildungen. ee 


3 1, Allgemeines. : bs eo 
In der Sendertechnik besteht im besonderen MaBe das Bediirfnis nach einem Th 
_ einfach bedienbaren Koppelglied, das eine regelbare Widerstandstransformation > 
durchzufiihren gestattet. Will man z. B. bei konstant gehaltener Anodenspannung be We 
der Sendertshren eine veranderbare Leistung aussenden, so mu der Belastungs- ti 


Abb. 1. Schema fiir die Lastankopplung an rt si re ae ae 
eine Langwellenstufe. i ieee 


widerstand durch Kopplungsinderung regelbar transformiert werden. Auch bei oe 
Empfaingern und Verstirkern gibt es verschiedene Probleme, fiir deren Losung ein as 
variables Transformationsglied von Nutzen ist. ae 
Es bestehen wohl an sich keine Schwierigkeiten, einen derartigen Transformator ee 
zwischen der Lastabnahmestelle und dem Generator aufzubauen, aber meist erfordert eee 
namentlich in der Kurzwellentechnik eine Anderung der Ubersetzung auch gleichzeitig *: 
eine Abstimmungskorrektur, also eine zusatzliche lastige Bedienung, wenn eine kompli- <n 
zierte Automatik vermieden werden soll. 1S 
Als Beispiele fiir eine regelbare Lasttransformation sind in Abb. 1 eine , Langwellen-, este 
in Abb. 2 eine Senderstufe fiir kurze Wellen schematisch angedeutet. ae 
In Abb. 1 wird die Last mittels einer Koppelspule 7’ angepaBt, wobei der Sperr- Pate 
und Lastkreis fiir sich abgestimmt sind. Starkere Kopplungsanderungen erfordern eat 
jedoch eine Korrekturabstimmung des Variometers V. In Abb. 2 ist das Schema : 
einer Gegentaktstufe fiir kurze Wellen dargestellt, wobei die Last L tiber eine Energies © 
leitung mit dem Sender gekoppelt ist. Die Ubersetzungsanderung erfolgt hierbei Be 
durch Verschiebung der Lastanschlufstelle, wobei der AbschluBwiderstand vom | 
Wellenwiderstand der Leitung abweichen muB. Gerade bei dieser Transformations- ee 
regelung andert sich die Abstimmung ganz erheblich und bedarf einer Korrektur, oi ie 
wozu ein KurzschlieBer auf der gleichen oder auf einer Parallelleitung dienen mag Be. 
(K, und K,). . ae. 
Es soll hier eine Methode angegeben werden, die es gestattet, einen Ohmschen 
- Belastungswiderstand ohne Verstimmung des Generatorkreises verainderbar zu trans- 
a formieren. Als Koppelglied dienen zwei Vierpole, die sowohl zum Generator wie Pi 
auch zum Verbraucher parallel liegen. Das Winkelmaf fiir die beiden Vierpole ist a 
» Ingenieur-Archiv II. 3. 12 ea ; 


2 


2. Untersuchung eines Doppelvierpoles mit konstantem resultierendem 


WinkelmaB. 


In Abb. 3 ist eine geschlossene Energieleitung dargestellt, an der eine Spannung Ue 


und ein Belastungswiderstand By i a aa ae sind. Die beiden Leitungslingen ee 
zwischen U, und.2, sind 2’ und a’. Fir die Berechnung der elektrischen GréBen 
_Jangs der Leitung bentitzen wir einen Hilfssatz aus der Vierpoltheorie, wonach ein 
Vierpol durch einen Zweipol ersetzt werden kann, dessen innere elektromotorische ee 
Kraft Ul, der Leerlaufspannung entspricht, wihrend der Innenwiderstand des Ersatz- 
zweipoles 2; mit dem Vierpolwiderstand tibereinstimmt, der sich bei KurzschluB 


_ seiner EKingangsklemmen ergibt. 


‘Auf diese Weise erhalten wir als Ersatzschaltbild fiir die Anordnung Abb. 3 die ae 


beiden gegeneinandergeschalteten Zweipole, wie sie in Abb. 4 dargestellt sind. Die 


resultierenden Laufzeitlinge Lm =O + a". Abb. 3. 


“ Abb. 3. Schema eines Doppelvierpoles mit der Abb. 4. Ersatzzweipol fir den Vierpol der ‘ : 


Pfeile deuten die fiir tis accra als positiv angenommenen Strom- und Spannungs- 


richtungen an. Aus den Spannungsgleichungen fiir die beiden ‘Kreise 
Wy — ¥ Bi — C+ 3B. = 0, 
- le Le ee Se aS Gy + Se) Be — 0 


berechnen wir die Stréme an ie Laststelle 


os ABs ae Dao Ui,” Be 
; = CB. Be) ee eae 
oy = WB + BW Be Beas 
BBE FBP) PBB 


Die Ersatzwerte fiir den Zweipol finden wir aus den bekannten Leitungsgleichungen: 


= ve Sof y + % Siny = (3. Gof B + = Sin B) cos a = 


3 
+ 5(3.Sin B+ = GofA)sin - 2 
U =U, Gof y + 3.8 Sin y = (U, Cof B + §..B Sin B) cos a + As. 


+ 7 (U, Sin B + 3. B Co} 8) sin «. 


Hierin bedeuten I und ¥ die Spannungs- und Stromwerte in einem gewahlten Ab-— 


stand x von der Belastungsstelle. Die Argumente der hyperbolischen Funkti 
haben bekanntlich folgende Werte: ey 2 aes 


y=B+ja= (b+ ja) a: Pah 


a= S=4+/48%—40 +VOF +S] 


(64 
es 
jae 
au 


=+)//F4e-2N+VEPX) 4+ SL 


i E : Sil Pte ete J Ap 
OT a ee ee CO ey ae ee ee a eee, 


4 suten die Ableitung und den Lineswitorstasd pro Langeneinheit, ferner 

==. oe X,=aL, und ©,, L, die Kapazitait und Selbstinduktion ebenfalls pre 
Einheit der Lange oa w die He recineaGohie 

_ Fiir den Wellenwiderstand gilt die Beziehung 


e+j xX, 
| he laa +78, us 
Koppelleitungen fiir verschiebbaren Lastanschlu8 werden wegen der mechanischen 
Erfordernisse vorwiegend als Luftleiter ausgebildet sein, wobei zur Halterung in 
diskreten Abstinden méglichst verlustfreie Stiitzscheiben angeordnet sein miissen. 
Fir die praktische Berechnung derartiger Leitungen wird es stets ausreichen, nur 
den Langswiderstand zu boricksichiigen und den KinfluB der Ableitung zu vernach- 
lassigen. Da aber auch o klein gegen X, sein soll, kénnen wir die Dampfungsglieder 
_ von héherer als erster Ordnung auch vernachlassigen. Es gilt dann mit guter An- 
naherung = 
eee 8=B—iz-/ Be —j24 (4a) 


\ 


_ Der Wellenwiderstand ist hier leicht kapazitiv. A bedeutet die Wellenlange.: 
Ferner gilt geniigend genau: : 


ie rs 


as 


ON 


BU dal cet a i a Ai Ni Sa a et 


eile 
: (3a) 
4 b= >. 
‘ Fiir die ErsatzgréBen unserer Vierpole erhalten wir aus Gl. (2), wenn wir mit »’, 
__—-y”’ die Argumente fiir die Leitungslingen 2’, 2’ verstehen, 
3 Sorte UW 4 ee Ug ie : 3 
: We = Soy? w= wy (6) 
: 3B! =8 28's Bi’ = Bg". | 
-_ Infolge des symmetrischen Aufbaues der Schaltung in Abb. 4 und der Gl. (6) geniigt 
7 es, die gesuchten GréBen blof fiir einen Vierpol anzuschreiben. Durch Vertauschen 


2 der Indizes erhalt man dann stets den entsprechenden Wert fiir den parallelen Vier- 
pol. Der gesamte Lastwiderstand fiir den Vierpol der Lange 2’ ist durch die Kombi- 


iad 


. an 
nation der parallelgeschalteten Widerstande 3, und (3. — ar gegeben. Wir. 


erhalten dann, wenn wir die Werte aus Gl. (1) fiir 3’’ einsetzen und weiterhin w’ = 17 
einfiihren, ‘ 
ne Bat Be (Bi’ + wv’ Be eo , (7) - 


— Bell —w)— 0’ 8," 
e . Bei ua weiteren Auswertung wollen wir Widerstandsproportionen einfiihren. Im 
-- besonderen definieren wir die GréBe V,,: 


Var = és Be . (8) 


Vex ist im allgemeinen als komplexe aa anzusehen. Wenn sie jedoch reell ist, 
bedeutet sie die Anpassung der Last an die beiden parallelgeschalteten Vierpole 
-gleicher Lange x’ = 2’’. Es wiirde V,, = 1 aussagen, daf die Last, sofern sie in der 
Mitte angekoppelt ist, den beiden parallelen Vierpolen angepaBt ist. 
 Setzen wir Gi. (6) in GI. (7) ein, so erhalten wir mit Beriicksichtigung der Gl. (8) 
fiir den AbschluBwiderstand eines Vierpoles: 


vy = Be a Gin y’ + Gin y”’ (7a) 
(GE ’ 
; ‘e (Cof y’ — Cof vy”) — Sin y” 


12* 


nee 


Nun ist die Spannung an der Be 


Aus den Leite letes [Gl. (2)] finden wir, wenn wir fiir Ul, Gl. (9) ein- — 


setzen und ferner 3, = 9’ schreiben, fiir das Widerstandsverhaltnis eines Vierpoles 


an der Quelle: : 
; Fat cin iy" + y”) + Sin y’ Sin vr 


Vie = Ba" is Us — 
pO ee Sin 7” Cofy/ eee: =, [Gof (y’ a eee 


V,"’ ergibe fir den zweiten Vierpol die Gl. (10) mit vertauschten Indizes y’, y’’. 


Das tiber beide Leitungsteile an die Spannungsquelle tibertragene Leitwertver- 


haltnis ergibt nach einigen Umformungen aus Gl. (10) 


= (3 +3")8.=3 Bu. eS a ee 


3 a : 


a eal + gpw = SBe ee 
ex 23a 2V,’ Dee os 234° Ba” (11) ; 
1 _ Gin’ +9) + Ver ll +¥I—N © | 
Ve Ves Sin (y 97) +2 Siny’ Ciny” 


Hierbei haben wir zweckmaBigerweise in den Widerstandsproportionen V;,’, Vq', 


V, die Leitungswiderstande 2,’, 3,’, auf 8 jedoch 2, auf 3/2 bezogen, da V;’, oe 


fiic einen Vierpol, V, fiir die beiden parallelen Vierpole gilt. 


Infolge der vorausgesetzten geringen Dampfung konnen wir die Gl. (11) tber- = a 


sichtlicher darstellen, wenn wir auf trigonometrische - Funktionen tibergehen und 
uns der Naherungen bedienen: 


~ 


2 ee ot aah oelnie (2 +p+F4..Je*, 


Vernachlassigen wir nun die Glieder p” fir n = 2, so ergibt sich annahernd: 

— Cof-y = cosa +f Psin a, a 
Sin y = B cos a + jsin «. (12) 
Beziehen wir nun «,, und B,, auf die Gesamtlinge x,, = x’ + x’, so erhalten wir 
‘fiir den gesamten Widerstand an der Spannungsquelle aus Gl. (11) und unter Be- 
riicksichtigung der Gl. (12) 


\ 


Vad ea Reve. Bo (Bin COS Om + 7 SID Xm) a [sin x’ sin «’’ — 7 (B’’ sin «’ cos «’” + B’ cos x’ sin of”) ] 
2 ar 


8 (Bin COS Om + 7 sin Om) fe 2 8, (cos Gm —1 oe 7 Bm sin &m) 
(11a) 


Aus dieser Gleichung tibersehen wir leicht, wenn wir vorerst die Dampfungsglieder 
(B’, B’', Bm) und den bei schwacher Dampfung ebenfalls vernachlassigbaren Blind-— 
anteil von § auBer acht lassen, daf der wesentliche imaginare Teil von 2, fiir reelle— 


Last 8, verschwindet, wenn sin «,, = 0 wird. Das bedeutet, daB bei ganzzahligem n — 


fir das WinkelmaB «,, = na gelten muB. Da jedoch fiir geradzahlige Werte von 


auch COS %m— 1 = 0 wird und somit der Nenner der Gl. (lla) bis auf die Dampfungs- — 


glieder verschwindet, findet eine blindwiderstandsfreie Transformation der reellen 
Last 3, fiir alle regélbaren Werte von «’ nur bei ungeradzahligen Werten von n statt. 


Fiir Vg eran Ta ES n erhalten wir, wenn wir fiir die Supplementarwinkel sin «’’ = 


= sin x’ und cos «’’ = — cos «’ setzen, aus Gl. (11a) 


sin oo 


8 [sint a’ + j =P (B” — 1] + By Bow 


Be =8 ea ee ee (11b) 


o* 
= 


aed 


muh Wak ie RICA a 6 


Aus GI. (7a) finden wir fiir den dampfungsfreien Fall 


One lat 


 -Wir sehen aus Gl. (11b), daf$ nur Glieder in der GréSenordnung der Dampfung 
_ einen Blindanteil ergeben. Bei weitgehend geringer Verlustdimpfung bleibt also 
_ bei einem Gesamtwinkelma8 der beiden’ Vierpole von a, =n (n ungerade) der 
an die Quelle ubertragene Widerstand bei reeller Last ebenfalls reell, und zwar un- 
abhangig von der Stelle des Lastanschlusses. 


_ Bei Vernachlassigung der Dampfungsglieder und des hochstens in der gleichen 
- GréBenordnung liegenden Blindanteils des Wellenwiderstandes erhalten wir in iiber- 
sichtlicher Form, wenn wir wieder Gl. (8) einfiihren: 


| (12) 
Der Regelungsverlauf fiir die doppelt gespeiste //2-Leitung ist in Abb. 5 ver- 
anschaulicht. Zwischen «’ = (60° bis 90°) fallt der Widerstand 8, nur wenig. Im 
Bereich «’ = (30° bis 60°) im ~Werte- 
verhaltnis 3:1, bei noch kleinerem «’ 
wieder langsamer. 


“ bee 


OR Se SR eee 


a’—- 


Abb. 5. Verlauf der Regelung des Ubersetzungs- | Abb. 6. Widerstandsverlauf lings des 


A ; 
verhaltnisses eines -g -Doppelvierpoles. “9 -Doppelvierpoles. 


Bei komplexem Lastwiderstand 3, bleibt die Phasenlage von 3, unabhangig von 
der Regelstellung praktisch unverandert, nur wird immer der konjugiert-komplexe 
Widerstandswert an die Eingangsklemmen itibertragen [8, in Gl. (12) im Nenner ']. 
Man kénnte diese Koppelleitung also auch ftir MeBzwecke verwenden, wenn die 
Forderung vorlage, Widerstande gleicher Richtung mit veranderlichem Absolutwert 
zu tbertragen. Biers 

Der wichtigste Verwendungszweck unseres Koppelleiters wird als Transformations- 
ied fiir reelle Last gegeben sein. eS 
a ie nun Skit uiohl. inwieweit die unvermeidlichen Verluste modglichst 
klein gehalten werden kénnen. Dazu miissen wir vor allem noch die Stromverteilung 
langs der Leitung ermitteln, und zwar wollen wir diese Rechnung unter der Annahme 
einer Ohmschen Last 3, durchfiihren. Fiir diese weitere Auswertung ist es zulassig, 
den Einflu8 der _Dampfung auf. die Stromverteilung ganzlich zu vernachlassigen. 


Fae 
Sep ne sin? «’ —4j V,; aes 
nee 7 Sin o Ser et A ee (7b) 
| 4 Sees 27 V,1 00s o’ —j sin « et V7" cos® ao” + sin? o 
Gl. (10) finden wir Fe : 
ae a ; sin? «’ __ 2sin? o’ (2 V,, +7 sin 2 a’) (10a) 
see A tile RES ae 4V,2 + sin? 2 : 


Lo 


; : x : Donte Cae 
Aus den Gl. (7b) und (10a) ist unmittelbar zu ersehen, dab bei reellem V,, fiir a’ <>, 


also fiir die kiirzere Speiseleitung V;,’ kapazitiv-komplex und JV,’ induktiv-komplex 
ist. Fir die langere Leitung verhalt es sich gerade umgekehrt. Ferner zeigen uns 


Do Is regelbares Transtormationsglied. Soa: ie eae 


bt See dee 


diese Gleichungen, daB V,’ und V;’ sowie V,' und V,”’ stets konjugiert-ko P 
Werte besitzen, da «’ und «’’ Supplementarwinkel sind. e OR 

Unter Zuhilfenahme der bekannten Regeln fir das - Kibiediaprsies ace Wider- = 
> stande von Energieleitungen erkennen wir folgenden Zusammenhang: =~ 

Wie immer auch der Wert der Lastanpassung fiir die Symmetriemitte sein mége — 
(Ver = 1), stets hat die ktirzere Leitung einen kapazitiv-komplexen Wert V;,’. Er - 
sei durch den Punkt A auf dem giiltigen Anpassungskreis in Abb. 6 gegeben. Langs as 
der kurzen Leitung andert sich der Belastungswiderstand von V;’ bis V,’ auf einen 
induktiv-komplexen Wert C an der Speisestelle und muf daher tiber den niedrigeren 
Ohmschen Wert B laufen. Auf dem langeren Leitungsstiick gelangt man von dem ~ 
zu A konjugiert- komplexen Wert D (V,’’) tiber den hohen reellen Wert B’ nach # 
(V,’), der wieder konjugiert-komplex zu C sein mu8. Da der nicht bestrichene Teil : 
des Kreises C—D hinsichtlich Strom- und Spannungsverteilung dem zweimal bestriche- 
nen Teil A—ZH entspricht, folgern wir unmittelbar fiir unser Koppelglied bei Ohmscher 
Last: 

1. Die effektive Strom- und Spannungsverteilung an der parallel aes Energie- 
leitung von 4/2 Gesamtlange entspricht im wesentlichen dem einer einfach gespeisten 
Leitung fiir den gleichen Anpassungszustand. Der einzige Unterschied besteht darin, __ 
da bei der doppelt gespeisten Leitung an den Anschlu8klemmen der Last- und 
Spannungsquelle beim Ubergang auf den anderen Vierpol die Stréme und Spannungen 
auf den konjugiert-komplexen Wert umspringen. 

2. Der Strombauch ist unabhangig von der Regelstellung stets auf der kiirzeren, 
das Spannungsmaximum auf der langeren Zuleitung zu finden. In den Grenzfallen, 
wenn die Last in der Leitungsmitte oder an der Spannungsquelle angeschlossen ist, | 
liegen naturgemaB die Extreme von Strom und Spannung an diesen Stellen. ‘ 

Bei komplexer Last 3, ist sowohl die Stromverteilung sowie auch die Fehlanpassung 
fiir die beiden Vierpole verschieden. 

AufschluBreich und fiir die Wahl geeigneter Betriebsbedingungen zur Vermerdines ae 
unnotiger Leitungsverluste bestimmend ist auch noch die sich ergebende- Fehl- — 
anpassung k des Transformationsgliedes in Abhangigkeit von der Lastanpassung V,, 
und von der Regelstellung. 

hes Nach der Leitungstheorie erhalt man die ne eee k’ fiir ein bestimmtes Vee 

mee: aus der Beziehung i 
ame Peoees + |r| ~ Umax =” 
es ees Go a eee 
Be atone heed (4 Ss 
~ 149," . 
‘Hierbei bedeutet r’ den Reflexionsfaktor des Vierpols mit dem WinkelmaB x’. Im 
=n Diagramm Abb. 7 ist & fiir reelle Werte von V,, in Abhingigkeit von der Regelstellung 
Beye dargestellt. Der Parameter V,, stellt die Lastanpassung dar. Um die Verluste klein — 
i. zu halten, soll kh’ im Regelbereich moglichst wenig vom Anpassungswert (k’ = ‘1) a 
a bwetoHen. Zwischen «' = 30°— 90° verlauft die Kurve fiir V,, = 1 am giinstigsten. 
Be Im Diagramm sind auferdem noch die Kurven fiir Lastiiberanpassung CV, 4) 
ee. und Unteranpassung (V,, = 0°25) aufgetragen. Am ungtinstigsten verlauft k’ bei 
ae Lastiiberanpassung. Bei sehr kleinen Werten von «’ ist die Lastunteranpassung 
ge sogar giinstiger als die Anpassung. Dieses Ergebnis erscheint zunachst recht uner- 
wartet. Indessen wird es ohne weiteres plausibel, wenn man sich die Ursache der _ 
4 _ Fehlanpassung durch den Kombinationswiderstand 8,’ vergegenwartigt. Der zu Bera 
ea parallel liegende zweite Vierpol wird die vorhandene Fehlanpassung, die durch die - 
es Last 8, gegeben ist, um so weniger beeinflussen, je kleiner-der Lastwiderstand und ~ 
ai damit V,, ist. 
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iy "Ans ioe GL (2) Fonnen a in einfacher Weise die , Betichund fi fir den Wirkungs- 


grad und fiir die Verlustleistung NV, ableiten, wenn wir das Winkelmaf des Vierpols 


Br 


von einem Extremwert an zithlen and os cas conti als reell annehmen. 
= Wir erhalten dann, wenn wir mit N, die Nutzleistung bezeichnen, fiir den 
p> Wirkungsgrad N 32 8) Vp 

y. ” oe Nz ae NS = Sa Ua cosy’ 


Sa 8 allgemein nach Gl. (4a) 3 = 2) F j z gesetzt wird. Das Her Vorzeichen — | 


3 gilt fiir tiberwiegende Lingsverluste, das untere fiir vorherrschende Ableitungsverluste. 
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Abb. 7. Feblanpassung in Abhingigkeit vom Aa. 8. Zunahme der Verluste mit der Fehl- 


_ Regelwinkel und vom Lastwiderstand. . anpassung k. 


— Y U, bedeuten den Strom und die Spannung an der Stelle « = 2a, oe die um o) 


vom reellen Extremwert V, entfernt ist. ist der Phasenwinkel zwischen Strom 


und Spannung an der Stelle «. JN, gilt fiir das Leiterstiick 2. 
Wir erhalten aus Gl. (2) und (14) 


eee : | ; 
; é ~~ Gof 2B + a —>—* sin 2 a : 
~ ke 


Die hyperbolischen eae bi eench wir wieder in Reihen auflésen und er- 


halten mit Beriicksichtigung von Gi. (3a), wenn wir im Hinblick auf die kleinen 
_ Verluste f nur in erster Potenz oe eee 


k_gin 2 «x. 15 
"Re PREY eae @ oe 


Bei verzerrungsfreier Leitung wird z = 0 und demgemAB ist in Gl. (15) nur der erste 
Summand zu beriicksichtigen. Bei Leitungsverzerrung mit tiberwiegenden Langs- | 


verlusten nehmen diese in der Umgebung des Strombauches zu, wahrend sie im 

_ Spannungsbauch am niedrigsten sind. Bei vorherrschenden Querverlusten ist gerade 

das Umgekehrte der Fall. Beriicksichtigen wir nur die Langsverluste, dann erhalten 

wir fiir ein Leitungsstiick in der Nahe des Strommaximums mit Beriicksichtigung 
der Gl. (3a), (4a) und wenn wir auferdem k& aus der Gl. (13) einfithren: 

. Novaz e Ax : 
(7-*),..= “5 (15a) 
Fiir unseren 2/2-Vierpol brauchen wir bei Berechnung der Gesamtverluste das 


zweite Glied der Gk (15) nicht zu beriicksichtigen, wenn wir eine Ohmsche Last - 


iibertragen, da dann nur die Gesamtverluste der //2-Leitung eine Rolle spielen, 


(14) 


~ 


RB “Hofer: 


Bechet wir emit Ni, und V4 "ae Vorlinee bei Fehlanpassung und ber Anpass ing : 


so erhalten wir fiir den: 2/2-Vierpol aus Gl. (15) a : 
| See oo ee 


Mor 2k 


In Abb. 8 sind die prozentualen verest: bezogen auf die Anpassung, in erie ae s 
keit von & dargestellt. 


4. Anwendung des regelbaren Doppelvierpols in der Sonderbeo mnie 


Grundsitzlich kann das beschriebene Transformationsglied auch fiir mittlere und eA 


lange Wellen angewendet werden, nur wirde man dann die //2-Leitung durch eine — 
- Leitungsnachbildung ersetzen. An jedem 
dieser Ersatzvierpole fiir die Leitung miiB- 


Abb. 9. Verwendung eines symmetrischen Dop- Abb. 10. Symmetrischer Doppelvierpol P tiber 
pelvierpols P bei unsymmetrischer Spannungs- _ eine Symmetrierungsschleife S mit der unsym- 


A ischen S$ 1 ‘bunden. 
quelle, die mittels einer "g Umwegleitung an ee eee ache Ce 


den Verbraucher angeschaltet ist. ten dann eine entsprechende Zahl von 

Lastanschlu8klemmen vorgesehen werden, 

wobei die Transformationsinderung nur schrittweise erfolgen kénnte. Die Glieder- — 

zahl der Ersatzkettenleiter wire dann durch das angestrebte a fiir die Regelungs- — 
unterteilung bestimmt. 

Wie jedoch bereits in der Einleitung erwahnt wurde, besteht vorwiegend im Kurz- 
wellenbau das Bediirfnis nach emem regelbaren Transformator, der bei Keppinone 
anderung keinerlei Nachstimmung erfordert. v 

Bei Ankopplung des Verbraucherkreises an die Senderréhren hat man grundsatz- 
lich zwei Falle zu unterscheiden, namlich: 

a) Gleichzeitige Symmetrie oder Unsymmetrie der Last- und Spannungsquelle 
gegen Erde, 

b) Erdsymmetrie an den einen Anschlu8klemmen und Unsymmetrie an den anderen. 

Die Roéhren des Generators sind bei Symmetrie in Gegentakt, bei Unsymmetrie 
in Gleichtakt geschaltet, an der Lastseite werden die Symmetriéverhaltnisse meist 
durch Beschaffenheit des Strahlers bestimmt. me 

Wahrend die Transformation bei verschiedenen Symmetrieverhaltnissen im 
Bereich langerer Wellen leicht beherrscht wird, bedarf es bei kurzen Wellen wegen 
der schadlichen Kapazitaten, die bei induktiver Kopplung auftreten wiirden, be- 
sonderer Kunstschaltungen, um eine stdrungsfreie Ubertragung bei ungleichen Sym- 
metrieverhaltnissen zu gewahrleisten. : 

Als Symmetrisierungsschaltungen sind die A/2-Umwegleitung, die Symmetri-— 
sierungsschleife und der //4-Sperrtopf besonders bekannt geworden und haben in 
der Praxis entsprechende Verbreitung gefunden. 


1 W. Buschbeck. Die Entwicklung des transozeanischen Kurawellen- Sen depdiensbes in 
Deutschland. Telefunken- -Mitteilungen 20, Marz 1939, 8. 24—29. 


WALT PRE Ne eee et ee 


In den Abb. 10 und 9 sind als Beispiele die Anwendung der Symmetrisierungs- 


$e schleife und der 4/2-Umwegleitung in Verbindung mit dem regelbaren Doppelvierpol 


fir den Fall angedeutet, daB die Last erdsymmetrisch, die Spannungsquelle un- 
symmetrisch angeordnet ist. | 

Die 4/2-Umwegleitung dreht die Generatorspannung in.der Phase um 180°, wobei 
zwischen ihrer Eingangs- und Ausgangsklemme (A B in Abb. 9) eine symmetrische 
Spannung entsteht. Im Gegensatz hierzu sorgt die Symmetrisierungsschleife lediglich 
fiir Erdsymmetrie ohne Spannungsinderung bei der Transformation. Die Umweg- 
leitung erniedrigt demnach in der Schaltung Abb. 9 den Wert des Lastwiderstandes 
bei der Transformation im Verhaltnis 1:4, wahrend die Symmetrisierungsschleife 
den Widerstandswert bei der Ubertragung unveriindert laBt. : 

Zur Vermeidung von Verlusten wiirde man bei diesen Schaltungen die Wellen- 
widerstande der Symmetrisierungsglieder méglichst dem mittleren, nach Gl. (12) 


_ tbertragenen Lastwiderstand angleichen. 


Zusammenfassung. 


Es wird eine geschlossene Energieleitung mit veranderbarer Lastanschlub- 
stelle untersucht.. Dabei findet man, da8 dieser Doppelvierpol bei einem resultierenden 
WinkelmafS von x oder einem Vielfachen hiervon einen Regeltransformator darstellt, 
wobei unabhangig vom Ubersetzungsverhaltnis der Vektor des tibertragenen Wider- 
standes keinerlei Phaseninderung erleidet. ; 

Bei Ankopplung einer Ohmschen Last entspricht die effektive Strom- und Span- 
nungsverteilung langs der Leitung der einer einseitig gespeisten //2-Leitung bei 
gleicher Fehlanpassung. . : 

Der Anpassungszustand bei reeller Lastabnahme in der Symmetriemitte der Leitung 
wird als Lastanpassung V,, definiert. Es wird gezeigt, daB sich bei groBem Regelbereich 
eine Unteranpassung der Last hinsichtlich der Leitungsverluste am giinstigsten verhalt. 


Der beschriebene Regeltransformator diirfte besonders in der Kurzwellentechnik 
_ Verwendung finden. 


(Hingegangen am 24. Oktober 1946. ) 


Die Temperaturverteilung in den Laufridern von Turbomaschinen. 
Von K. J. Miiller, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Die Laufradscheiben von Dampf- und Gasturbinen sowie von Hochleistungs- 


verdichtern werden im Betrieb stark erwarmt. Diese entlang des Halbmessers ungleich- . 


maige Erwarmung weckt zusitzliche Spannungen, die sich den Fliehkraftbeanspru- 
chungen der Scheibe iiberlagern. Da die Festigkeit der Scheibenbaustoffe ohnehin 
mit steigender Temperatur mehr oder weniger stark abnimmt, ist es deshalb: wichtig, 
sich als Grundlage fiir die Ermittlung der Warmespannungen, die man dann mit der 
entsprechenden Warmdauerstandfestigkeit des verwendeten Werkstoffes zu ver- 
gleichen hat, einen Aufschlu8 iiber die Temperaturverteilung in derartigen Laufradern 


gu verschaffen. é 


‘Im allgemeinen herrschen an den beiden Seiten der Scheibe unterschiedliche 
Temperaturen des umgebenden Mittels. Handelt es sich um die Laufradscheibe eines 
Verdichters, so ist auBerdem die Umgebungstemperatur an der einen, den Laufrad- 
kanilen zugekehrten Scheibenseite wegen der entwickelten Verdichtungswarme 
entlang des Halbmessers verinderlich. Allgemein gefaBt, liegt also die Aufgabe vor, 
die Temperaturverteilung in einer Scheibe zu suchen, die an beiden Seiten von Luft 


1 


K. J er: Die Temperaturverte in den Laufradern von Turbomaschinen. — Py 


ak. 


Warme entweder quent Leitung oder durch Konveknan Soot te ae eee In 
~ der Scheibe wird sich also die Temperatur sowohl in radialer als. auch ine axi 
Richtung andern. 


In einem homogenen, rotationssymmetrischen Kérper, als den man ‘Ate Schoite. 


immer auffassen kann, folgt die stationare Temperaturverteilung der Potentialgleichung, 
die in Polarkoordinaten die folgende Form hat: . 


re 


} ao 1 ob ao : ie S 
| a 


=O. 


or? Yor : “de 


Die Schwierigkeit der Aufgabe liegt weniger darin, Losungen dieser @leishune zu th 


finden, als in der zugehorigen Randwertaufgabe, d. h. also im Anpassen dieser Lésungen — 
an die vorliegenden Randbedingungen. Kine vollstandige Lésung gelingt in strenger — 
Form nur fiir einen Kreiszylinder; sie ist recht umstandlich. Man wird daher nach 


Naherungslosungen suchen. Zu diesem Zweck werde zunachst die gut vertretbare — 


Vereinfachung gemacht, den Temperaturverlauf in axialer Richtung jeweils durch — 
eine konstante mittlere -Temperatur Om, der sich ein mittleres lineares Gefille 3 
tiberlagert, zu ersetzen.’ Die Temperatur in einem Scheibenpunkt schreibt sich dann 
in der Form? - 

d= On +5 9 ; (2) 
worin nach obigen Voraussetzungen iS 
| Dis = | ode und #= 

a 


ist. Um zu einem Ausdruck fiir den ersten kennzeichnenden Mittelwert #,, zu kommen, 
werde Gl. (1) tber die Scheibendicke integriert.2 Es ergibt sich 


3 : h 

eo 1.28, aa| 2 
| Sea es \z3 aa to E 
2 


Durch zweimalige Anwendung der bekannten Regeln tiber die Differentiation eines 


Integrals nach einem Parameter 


P db d 
a y dz -\%e + y (6, Oe alee CE r) > ae: (4) 
wird daraus 
ey ied tance 1 dh (00 ao : 
Glee ts Ged — FF (A + 8) — valor mts 
1 @h Pah 
—F a (+ )— LS (0, + 0) +B) =o. 6) 


Hierin eee sich die Zeiger 1 und 2 auf die Punkte auf den Scheibenoberflichen | 
+ und —->. Auf diesen Oberflachen gilt die Ubergangsbedingung 


Az =at—9), © | er 


wenn ¢ die Temperatur des umgebenden Stoffes und » die Richtung der Oberflachen- | 


 Vgl. z. B. R. Weyrich: Die Zylinderfunktion und ihre Anwendung. B. G. Teubner. 1937. 


* G. Eichelberg: Temperaturverlauf und Warmespannungen in Verbrennungsmotoren. 


VDI-Forsch.-Heft 263. 


° K. Marguerre:Temperaturverlauf und War eee in platten- und schalenformigen — 


Korpern. Ing.-Arch. 8, 216 Cee 


yo ey 


7 | D2 dz 3 ine (3) = ; 


ees ie 


em betrachteten Punkt Bode ult Die Abeitng Heck dieser Richtung 
; egeben durch pe 
ss a : = 2 66 s+ 2 sin 6, 


~ worin s die Nendns der Scheibenprofillinie h (7) gegen die radiale, euseoncaiile 
ae angibt. Da umlaufende Scheiben immer ein verhaltnismaBig schlankes 
Profil aufweisen, d. h. es andert sich f nur langsam entlang r, so ist ® sehr klein; 
q es ist Gea gestattet, sin ®@ = tg d = oi 2 und cos ® = 1 zu setzen. In Verein mit 


i“ 


02 


a Gl. (6) ean man dadurch den folgendn ay ne fir: —— 


ao 1 dh 
ar eae fl eo ee "2 dr? eS 
der in Gl. (5) eingesetzt, dieser die Form 
fg d2 gees | h h” 
¥ o | oe ad eee Ul (Oe ts Oy) 
sg She tt) 2 (2 — 8) +5 4— 8) = 0 Ase (8) 


gibt (Striche bedeuten ek oes r). Darin kénnen die Integralausdriicke 


_ durch die eingangs getroffene Festlegung (2) und die weitere daraus abgeleitete Be- Roe = 


ziehung — : 
: . 6 
_ersetzt werden, so da8 sich schlieBlich 
Ba" ee bn — “BS gg = — he (9) 
ergibt. — 5 “2 . 
- _--*+Damit ist eine Grundgleichung des Problems gefunden. In ahnlicher Weise kann 


eine Gleichung fiir den zweiten kennzeichnenden Mittelwert 9 abgeleitet werden. 


_ Multipliziert man Gl. (1) mit z und integriert iiber die Scheibendicke, so liefert dies 


Be [28 ode + [8 ede + zdz = 0. 
. h eS met nd @ 


AGE die beiden ersten Glieder dieses Ausdruckes kénnen wieder die Bee der 
Gl. (4) sinngemaB SBE SRORncs werden. Man erhalt 


eee 1 hh’ (08 a8 a (hh. hh’ 
es | ode +24 \ we, Pepe ile eas eae 
1 hh a0 2 


a a 8) + ao 


=0. (10) 


In das letzte, durch Teilintegration erhaltene Glied ist die Beziehung (7 ) einzu-— 


EP hichean. AuBerdem folgt aus Gl. (2) 


= Oe By — Oy B, = (%: —. 0): Om + (% + aj = 

so daB damit schlieBlich die Gl. (17) in die Differentialgleichung 
ee fi BO eo ; las ale Bed 62 Oo Oy eS 
an peg ee 


: — (a2 — 1) Bin = sy (%2 te — ~ OF ty) (11) 
 iberaet: oe 


 chungen (9) und (11) zuriickgefiihrt, was allgemein dadurch geschehen kann, daB 


- Damit ist die Aufgabe auf die Losung der beiden simultanen Differentialglei- 


die durch Elimination einer Unbskanalen entstehende Differentialgleichung. viert i 
Ordnung integriert wird. a 

Bei Turbinenscheiben werden die Temperaturen ¢, und ¢, an den beiden Scheiben- 
seiten zwar verschieden, im allgemeinen aber entlang des Halbmessers unveranderlich — 
sein. Bei den Laufradscheiben von Verdichtern ist dies jedoch nicht der Fall. Durch — 


die Verdichtung der Luft in dem Laufradkanal tritt eine Erwarmung ein, so da® hier _ 


nur an einer Scheibenseite, der LaufradauBenseite, mit unveranderlicher Temperatur 
gerechnet werden kann. Die gesamte Temperatursteigerung der Luft in dem Laufrad 
betragt pe ee i : 4 (12) 
Cp 2 J Ni-aa 
Hierin bedeutet wu die Umfangsgeschwindigkeit, q,q die der Hedehaitelia eigene 
Giiteziffer und 7; _,q den adiabatischen Wirkungsgrad des Laufrades. Die Verteilung 


_des Temperaturanstieges entlang des Halbmessers hangt zwar von der Schaufelform 


ab, befolgt aber im wesentlichen das Gesetz (12) in der Form 
Ya een SG ie ses (13) 


Fir Hochleistungsrader mit radialen Schaufeln ae man k, == 1/1000 setzen; bei ie 


riickwarts gekriimmten Schaufeln wird dieser Wert etwas kleiner. In die Gl. (9) und _ 


(11) ist also allgemein fiir die Temperatur an der einen Schaufelseite t, = konst. 
und an der anderen Seite . 
ty = to a ky w? 7 


(14). 
einzusetzen, wobei im Falle des konstanten t, der Faktor k, verschwindet. 3 


Fihrt man zur Abkiirzung der Schreibweise den linearen Differentialoperator ss » 

: Piece me 

U(y)=y +(-+4)9 ey (15) 

ein und benutzt man ferner die Bezeichnungen z : 
Oy — Oy abe RSET 1 ch’ 12 oO, + % S 
Pad, ot ene ey ete eee vice, Re 

(16) 

6 (a — x1) : 
Mo — yy Mectantent, ; : 5 - 
so kénnen die Gl. (9) und (11) wie folgt geschrieben werden: 

* U(Oq) = my 8 — FE (ty + ky wt) — S22, 2 

(17) 

U (9) +p 8 =m, Fm aes i (to + hey w 7?) — Sees 


Die vollstaindigen Integrale dieser ances setzen sich zusammen aus einem 


Integral der homogenen Gleichungen, bei denen die Storungsfunktion wegfallt, und — : 


aus einem additiven Integral der ungekiirzten Gleichungen. Zunachst sollen die — : 


Integrale der homogenen Differentialgleichungen ermittglt werden. Die Gl. (17) 
lauten ohne Stérungsfunktion 
: U (8) =m, 8B. 
U(d) + 9 8 = my Om. (19), 
Durch Elintinieren von # bzw. von #,, erhalt man daraus unschwer ; 
UU (On) +p U (Om) — my mz Om = 0 : (20). 
oder 
. U U (8) + ;U (py 8) — mm, F = 0. exe: 


Die Weiterfiihrung der Rechnung hangt nun von der Loésung einer dieser beiden ~ 
Differentialgleichungen vierter Ordnung ab. Man kann versuchen, z. B. Gl. (20) 


as) 


sat be. + 


TS Se eee oy Laie ne bates), | a 


PEO RE eT et ae ate 


eT CV Ce ig OU ey Ae is ial hy 


algleichungen pwaitae e ondiane pubstepelton, ‘fir welche die be! 
mndere Annahmet 


| UU (8,,) #cU (9,,)=0. ares 
Dureh Eliminieren von U U(#,,) und U (#,,) aus den Gl. (20) und (22) folgt damit 
. Cc? — po— m,m, = 0. (23) | 
Diese Gleichung ‘verlangt, weil c, m, und es unveranderlich sind, auch 
h”’ Lh? 
een ea we a (24) 
Sie hat die Wurzeln | : 
4 =$4+/% + my my und op = FI E+ mtg (25) 


“Gehorcht also die Scheibendicke der Beziehung (24), so geht demnach die Differential- 
gieichung vierter Ordnung (20) tiber in die bpiden Differentialgleichungen | zweiter 


cure 


UT (8)c Po OF : . ‘ee 


CAP ajo cy 0-30. 


Sind die beiden vollstandigen Integrale dieser Gleichungen ermittelt in der Form 


Omit = ay Omi + Ae O moa eo 
~O mn = 43 Omg + Oy Oma, 


worin mit a@ die verfiigbaren Integrationskonstanten bezeichnet werden, So oe die | 


pccun ge. von Gl. (21) aus Gl. (18) entnommen werden: 


~ 


(= LUO). p (28) 
Sie ‘oraibt in Vorkinthing mit Gl. (26) ee : | 
; a Sate es Os, I> : 
S my . | (29) 
ie = ees Sea aT © Bai ; 


Die verwickelte Pidei on eachanie (24) we die Giiltigkeit des Ansatzes (22) soll 
nicht naher untersucht werden. Man erkennt jedoch sofort, daB sie den wichtigen 
Fall 2 = konst. einschlie8t, und nur dieser Fall werde hier weiter verfolgt. Biewharen 


treten folgende Vereinfachungen ein 


ig AE ccs ae Cyy=— = ee ae ey (30) 


so daB die beiden Differentialgleichungen (26) n nunmehr lauten: 
an a vs eo cary yy? Pon = 0, 


Dm a +O Anarene 


(eo V4 poe (32) 


4E.MeiBner: Uber die Elastizitat und Festigkeit dinner Schalen, Vjschr. naturforsch. 
Ges. Ziirich 23 (1915). 


worin. 


ie  U (On) +6 Om . (22) 
scerhnolit mee worin ¢ eine Konstante sei, ae die noch verfiigt werden kann. 
Durch Ausfiihren der Differentialoperation U an Gl. (22) geht diese iiber in 


(27) 


(31) 


ein: 


gesetzt ist. Die Lésungen dieser Rochen Differentialg 
Zylinderfunktionen dargestellt. Sie lauten in abgekiirzter Schreibweise :* ae 


on = Zy (vy 1); 5 Be (3) 


O ma = Zo (t P21). , 


Man erhalt damit die allgemeine Lésung von Gl. (18) und (19) gemaB Gl. (27) und z 


(29), nunmehr ausfiihrlich geschrieben: 

Bm =A, So (UY 7) + Ay tHy® (4p, 7) + a3 Jo (t po) + yt H, M (a mt (34) 
B= — Th [ao (i yst) + ot Ho (iy Pe [a3 Jo (* p27) + ai H, © (i ysr)]. (35) 
J, ist re Besselfunktion nullter Ordnung, H,‘) die Hankelsche Funktion erster ae 


von der Ordnung Null. Die vollstandige Loaune des Systems (17) ist noch um zwei — > 


partikulare “Integrale zu vermehren. Legt man den Nullpunkt der Fenipert (ia 
nach f,, so lauten diese im vorliegenden Fall 


“Oy = Ay + Agr’. : (36) 4 


: : d= B+ Br. sane ee i) 
Darin bedeuten: ; . : 
4 PP tb eba.. pp sn Og ais 
ee py Py le gn : Pi P2— 12q ’ 
A = Pl@+44)+a6a—4B), pp _ ri (6a—4 By) + 12g (a + 4 Ay) 
was Pi P2— 12 ¢* ae : Pi Pp — 12 ¢ 
_ mit 
Oy + a 12 : SC eg as 
(ie sm a Ae Po = aa + 3 Pi; - obs, TE =a 
Ipsec iea ‘ on ee 2 
he ee 9 haa 


Nunmehr miissen die Integrationskonstanten aus den Randbedingungen ermittelt _ 


werden. Je nachdem, ob man die von der Welle abgeleitete Warmemenge vernach- 
lassigen kann oder nicht, ist entweder im Mittelpunkt der Scheibe, d. h. fiir r = 0, 


der Gradient der mittleren ee Null oder es ist am Ubergang der Scheibe- 
in die Welle beim Halbmesser r = 1, die mittlere Temperatur #,, durch die Temperatur. 


der Welle vorgeschrieben. Am AuBenrand herrschen bei Turbinien: und bei Verdichter- 
scheiben verschiedene Bedingungen. Bei Verdichterradern tritt wegen der hier fast 
immer sehr kleinen Dicke kaum eine nennenswerte Warmemenge tiber. Daher kann 
man immer 


feet Try 


setzen. Der Gradient oe wird aus der Summe der Ausdriicke (34) und (36) unter 


Beachtung der Regeln tiber die Differentiation von Zylinderfunktionen 


dZy (k 


$35 


gefunden. Das mittlere Quergefille kann am AuBenrand Null gesetzt werden. oe a 


Bei Turbinenscheiben sind die Bedingungen am AuBenrand etwas komplizierter. 


Hier wird eine Warmemenge tibertragen, die sich zusammensetzt aus der. Warme- _ 
menge Qs, welche von der Beschaufelung durch Leitung eingefiihrt wird und aus der 
Warmemenge @;, welche am Grund der Schaufelkanaile durch Konvektion mit dem 


Op ai RE iG he = 0 (38) 5 


Warmetibergangswert «, vom Dampf oder Gas ubertragen wird. Mit Xf, als Summe ~ 


Emde, Funktionentafeln. B. G. Teubner 1938. 


5 W. McLachlan: Bessel-Functions for Engineers. Oxford. 1934, Tabellen auch i in J ahnke- | 


t 


zz cee C if . 

© aren. Qs = oe? 

° sree Senihod sich die hee S auf die Schaufel; tp ist die Dampf- oder Gas- 
cere ser, Diese Warmemengen miissen von der Scheibe weitergeleitet werden. 
| is gilt alae Re) Qrar, = Qs + Qr; (41) 
worin Q, -,, durch (38) gegeben ist. In dieser Beziehung fehlt ein Ausdruck fiir den 
_Gradienten der Schaufeltemperatur am Ubergang der Schaufel in das Rad. Zu seiner 


[ot 
An seiner Oberfliche u- da (u = Umfang) wird vom Dampf | . 


¥ ue 


Schautfe acon und ¥ fo als ‘Summe ad Schaufelkanalgrund- 
en wird 


und Qs = 2'fp ap (tp — On). (40) 


Ermittlung miissen wir uns tiber die Temperaturverteilung in einer Schaufel AufschluB 
verschaffen und betrachten zu diesem Zweck ein Schaufelelement von der Linge dz. 


_ Mit den Bezeichnungen von Abb. 1 betragt die in dieses 


pb 


fed. 


Element durch Warmeleitung eintretende Warmemenge ie 
< 


Qi = as (f + df) 5 4 (06 + a8 a0). 


pict Gas die Warmemenge 
id es = &s° U dx (tp =a Os) 


 tibertragen. Die von dem Schaufelelement weitergeleitete Abb. 1. Bezeichnun- 


‘Warmemenge betragt dd, gen an einer Turbinen- 
: As f aa schaufel. 


Im iia ist Q, + dQ, =Q,3. Indem man die vorstehenden Aus- 
driicke in diese Bedingung einsetzt, erhalt man die Differentialgleichung 


PP, (ABC fee dd. Koy 


Late PRR 2g ale Sam TY Te Sa ees Wy Mae 
Sie hat die Lésung 


ag u | ee 
——— -f —e2 7x : 
. is Ope! he ago 9 ae oe es | (43) 


(42) 


- worin die Integrationskonstanten so beschaffen sein miissen, da® die folgenden Be- 


dingungen erfiillt werden: Am Ende x = 1 nimmt die Stirnflache der Schaufel Warme 
; dé 
aus der Umgebung auf, es ist dort also = = 4 (tp — 0s). Wegen der kleinen 
: s 


oe . 
Schaufelstirnflache kann man hier aber auch einfach os = 0 setzen. An der Stelle 


«=O verlangt die Vertraglichkeitsbedingung der Temperaturen von Schaufeln 


und Scheibenkranz einfach 


= Os 


my = ie 
Laake z=0 


Kurz zusammengefaBt wird damit die Temperaturverteilung in einem vollstandigen 
Turbinenlaufer auf die folgende Weise gefunden: Der Temperaturverlaut in der Tur- 
binenscheibe wird durch die Gl. (34) bis (37) ausgedriickt. Er ist mit vier Integrations- 
konstanten behaftet. Die Temperaturverteilung in den Schaufeln wird durch den 
Ausdruck (43) gegeben. Darin treten zwei weitere Freiwerte auf. Die Rand- bzw. 


- Ubergangsbedingungen fiir die Bestimmung der insgesamt sechs Integrationskonstanten 


lauten: S 
Am Innenrand der Scheibe r = 0 bzw. r = == fy ist 
3 Phi 5 
4 : dr 
oder . dB 
$ : On = A und 7 == 4); 


g 
a 

; 

4 

3 
= 

3 

4 

re. 


‘184 Kod: ‘Maller: Die 


Am Au enrand der Scheibe ? =T; 
x = 0 ist 


sowie 
A2nrahe Ee PE Si ccthly Pao 
~ Am Kopfende der Schaufeln # = lg ist. 
| t do, 
gee 


An der hier entwickelten Berechnung der Scheibentemperatur kénnen unter be- 
stimmten Voraussetzungen einige Vereinfachungen vorgenommen werden. So kann 


man beispielsweise sehr haufig die Warme- ‘ 


tibergangszahlen «, und «, an den beiden — 
Scheibenseiten einander gleichsetzen. Dann ~ 
gehen die beiden simultanen Differential- 
gleichungen (9) und (11) tiber in zwei ge- 
wohnliche Differentialgleichungen fir die 
Variablen 3,, und # Die Lésungen gehen 
aus den vorhin abgeleiteten ohne weiteres 
hervor. Erachtet man die Scheibendicke 
als hinreichend diinn, um die Temperatur- 
unterschiede in axialer Richtung vernach- 
lassigen zu kénnen, oder herrscht auf bei- 
den Scheibenseiten dieselbe Temperatur, 
so verschwindet das mittlere Quergefalle ? 
und damit die Differentialgleichung (11); 
man erhalt die bekannten Lésungen fiir die 
Temperaturverteilung in einer ebenen diinnen 
Scheibe® wieder als Sonderfall der obigen 
; Lésungen. 
ee rlauf der mittleren 
a Bee cesta cones ee Aus Festigkeitsgriinden werden Parbiveds 
Turbinenlaufer. und Verdichterscheiben nur ausnahmsweise 
als Scheiben gleicher Dicke ausgefiihrt. Die 
Berechnung a Per peuatuetertoraee 3 in Scheiben beliebigen Profils ist durch Reihen- 
entwicklungen méglich; wegen der im allgemeinen sehr schlechten Konvergenz ist dieser 
Weg jedoch recht unbequem. Man kénnte sich dann z. B. so behelfen, da8 man die 
Scheibe durch Annahern der Profilkurve mittels einer Treppenlinie in eine Anzahl von 
Teilscheiben gleicher Dicke zerlegt und die Temperaturverliufe in jeder dieser Teil- 
scheiben unter Beachtung der Ubergangsbedingungen an den Sprungstellen berechnet. 
Hine in der Praxis viel handlichere Lésung gewinnt man dadurch, daB man die. Tempera- 
turverteilung durch geeignete Ansitze mit offenen Freiwerten, welche aber jeweils eine 
der Randbedingungen bereits erfiillen, ausdriickt und die Freiwerte aus der Forderung 
bestimmt, daB die Differentialgleichungen (9) und (11) nur an bestirhmten Stellen erfiillt 
_ werden. Nehmen wir z. B. an, daB am Innenradius 7, kein WarmefluB zur Welle statt- 
findet, so kann man fiir ?,, und 8 mit ‘einem Ansatz von der Form 
B= Bo + (r — 15)? Lg +b Oy, (7 = 19). Og (F — 19)? | aes 
in die Differentialgleichungen (9) und (11) eingehen und verlangen, da diese Glei- 
chungen an den bestimmten Stellen 79, 7,, 7... . befriedigt werden. Da an diesen Stellen 


° E. Beck: Temperaturverlauf in kreisrunden Scheiben, Forschung 10, 165 (1939). 
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Koeffizienten von Om, Om und 3, bzw. von &’, & und # sowie die tibrigen Vor 


Anderlichen ausgerechnet werden kénnen, so erhalt man dadurch ein System von 


linearen Gleichungen, aus dem die gesuchten Freiwerte do, a1, d, usw. gewonnen 
werden kénnen. Die Integrationskonstanten #,,. und 0, werden dann aus einer 


~ entsprechenden Bedingung am AufSenrand der Scheibe ermittelt. 


~ Aus zahlreichen Vergleichsrechnungen an Scheiben mit verschiedenen Profilen 
laBt sich ibrigens folgern, da8 der Temperaturverlauf bei Profilen mit schwacher 
Dickenanderung mit einer fiir die Praxis ausreichenden Treue wiedergegeben wird 
durch den Temperaturverlauf in einer Scheibe gleicher Dicke, wenn als Dicke ein 
passender mittlerer Wert gewahlt wird. 


Zum SchluB werde das Ergebnis einer Durchrechnung angefiihrt. Es handelt 
sich um das Laufrad einer nach dem Biichi-Verfahren arbeitenden-Abgasturbine. Die 
Scheibe sitzt fliegend auf der Welle und wird an der Gasaustrittsseite mangels einer 
besonderen Abschirmung vom Abgas umspiilt, wahrend auf der anderen Seite die 
Umgebungsluft, welcher zwecks Kiihlhaltung des Lagergehauses gute Zirkulations- 


‘moglichkeiten gelassen wurden, freien Zutritt hat. Folgende Werte sind gegeben: 


of 


t, = 450° C oy = 150 WE/m? h° C 4 = 40 WE/m h° C 
st = .100°'C & = 280 WE/m? h° C As = 18 WH/m h° C 
tp = 650°C xs = 600 WE/m h° C 


Die volle Scheibe ist schwach konisch ausgefiihrt, so daB sie gut als Scheibe gleicher 


_ Dicke angenahert werden kann. Die Rechnung ergibt den in Abb. 2 eingetragenen 


Verlauf der mittleren Temperaturen von Scheibe und Beschaufelung und des mittleren 
Quergefalles in der Scheibe entlang des Halbmessers. a 


(Eingegangen am 5. September 1946.) 
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Der wandartige Trager auf drei Stiitzen. 
Von H. Parkus, Wien. 
Mit 11 Textabbildungen. 


I. Einleitung. r 


Der elementaren Balkenbiegungslehre wird die Bernoullische Hypothese zugrunde | 


gelegt, nach welcher die Querschnitte des Balkens bei der Biegung eben bleiben; 
diese Annahme ergibt dann unter der Voraussetzung des Hookeschen Gesetzes 
eine lineare Verteilung der Biegespannungen iiber die Querschnittshéhe (Naviersches 
Geradliniengesetz). Ist die Querschnittshéhe des Tragers gentigend klein gegeniiber 
seiner Stiitzweite, so ist die Ubereinstimmung mit der Wirklichkeit hinreichend genau. 
Mit wachsender Tragerhéhe jedoch weicht die Spannungsverteilung immer mehr 
vom Geradliniengesetz ab und wenn die Tragerhohe etwa gleich der Stiitzweite wird, 
kann von einer auch nur entfernten Ubereinstimmung nicht. mehr gesprochen werden. 


Die nachfolgende Arbeit setzt sich nun zum Ziel, diese Verhaltnisse, vor allem 
also die Spannungsverteilung, fiir einen auf drei Stiitzen gelagerten Trager zu unter- 
suchen, dessen Querschnitt ein hohes schmales Rechteck ist. Derlei wandartige Trager 
finden z. B. bei Silobauten ausgedehnte Verwendung. 


1 Dissertation Technische Hochschule Wien. 


Ingenieur-Archiv ITI, 3. 13 


ia i c H |. Parkus: ‘Der wandartige Trager auf drei Stitzen. ees CE 


: an 
“Der incsdnel lange, wandartige Trager aie? iaanaliolt vielen Stiitzen - 


bereits von Dischinger,? Bay? und Craemer* behandelt. Es erscheint aber wiin- — 


schenswert, den durch die Annahme unendlich vieler Felder vernachlassigten Rand-_ 


einflu8 mit in Rechnung zu stellen. Insbesondere ist auch die Abhangigkeit der Stiitz- 


driicke von der Tragerhéhe zu klaren. 


Die nachstehend gewonnenen Formeln und Zallonergebaice gelten unmittelbar a 


auch fiir das Einzelfeld; man hat nur den von der Mittelstiitze herriihrenden Rand- 
belastungsanteil gleich Null zu setzen. 


Il. Allgemeines und Bezeichnungen. 


Der wandartige Trager Abb. 1a und 1b kann als Scheibe, d. h. als ebenes Flachen- 


tragwerk, welches nur durch Krafte i in seiner Ebene beansprucht ist, aufgefaft werden. 
Wir untersuchen zwei Belastungsfalle, nimlich erstens tiber die ganze Trager-— 


lange durchlaufende Gleichlast p t/em (Abb. la) und zweitens Gleichlast p in einem 


Abb. la. oA bbe ie 


Feld, wahrend das zweite unbelastet ist (Abb. 1b). Die Belastung denken wir uns 


am unteren Rand angreifend. Ein Lastangriff am oberen Rand oder eine Ubertragung 


der Last langs der Wandflache durch Reibung sowie Eigengewichtswirkung hatte, 
wie leicht. einzusehen ist, bei durchlaufender Gleichlast nach Abb. la und bei ver- 
schwindender Querdehnungszahl keinen Hinflu8 auf die Biegespannung o, und die 
Schubspannung t,,. Lediglich die Spannungskomponente o, wiirde sich um einen 
konstanten oder von der Tragerhéhe linear abhangigen Anteil andern. . 

Die Stiitzweite des Tragers wahlen wir gleich der Einheit, die halbe Tragerhéhe 
bezeichnen wir mit 6. Die Dicke der Rechteckscheibe sei h. Die Breite der End- — 
stiitzen sei c, die der Mittelstiitze 2c. 


Fiir einen Trager mit der Stiitzweite A, der halben Hohe 4 - 6, der Stiitzenbreite 
A-c und der Dicke h ergeben sich dann bei gleicher Randbelastung p die gleichen 
Spannungskomponenten o,, o¢, und t,,. Die Querkrafte sind A-mal und die Momente 
A?-mal so groB. Ebenso sind die Verschiebungskomponenten wound v.in a- bzw. a0 
Riehtung mit A zu vervielfachen. . 


Die Lésung des vorliegenden ebenen Problems wird mittels der Airyschen Span- é 


nungsfunktion durchgefiihrt. Sie schlieBt sich unmittelbar an die von K. Girkmann® 
gebrachte Lésung fiir das Einzelfeld mit symmetrischer Belastung an. 


* F. Dischinger: Beitrag zur Theorie der Halbscheibe und des wandartigen Balkens. Abh. 
Int. Ver. f. Briickenbau und Hochbau 1, 69 (1932). 


* H. Bay: Der wandartige Trager auf unendlich vielen Stiitzen. Ing.-Arch. 8, 435 (1932). 


* H. Craemer: Spannungen in durchlaufenden Scheiben bei Vollbelastung simtlicher Felder. 
Beton u. Eisen 32, 237 (1933). 


° K. Girkmann: Flachentragwerke. Wien: Springer-Verlag. 1946. S. 84. 


den nachstehenden Reihenentwiekligen vorkommenden Summations- 


2 
q 


Se Pa eee ty ae Pee On ee ae a 


Tr egen wir wie folgt fest: | . 
Z Wi, tbe ROO en Met, € 1 8.3: (1) an Sy 


se 
Peaneedemn setzen wir noch zur Abkiirzung “ 
N ot ‘a 
, a er? b= sp Yn = Em = MQ. (2) Fotos ee 
Wir stellen hier noch zwei Formeln zusammen, die spiter gebraucht werden. ie 
_Wenn man namlich eine gerade oder ungerade Funktion f(a) so in eine Fourierrelhe © 
zu entwickeln hat, da8 nur ungerade Vielfache von 2% 7 auftreten, wo L die Perioden- : 
_ lange bedeutet, so gilt: : oa 
a) Gerade Funktion. Als Periodenlinge ist L = 4a zu wahlen, wenn x = + a ‘ees % 
der Giiltigkeitsbereich der Funktion ist. Die Funktion ist hierbei gemaB Abb. 2 e 
2 tiber ihren Giiltigkeitsbereich hinaus fortzusetzen. Man erhalt dann Sain: oe 
3 j - Be tes > 
f(a) = = 2 4,008 sk = 2 0008 tN (3) ae 
mit on es - 
° NM : a as 
at, = 2 | f (x) cos [—— dx. z < 
fae) 2 
‘ . > es | zx : 
b=“ ata ~~-4 . pede Pe, | | 
poate a ate a ta See Naeem ae 
a Rae rag) iets SA i 
S Abb. 2.-- > , | Abb. 3. +e 
b) Ungerade Funktion. Es ist ebenfalls die Poriodentanee L=4a zu wablen ~ 
und die Funktion gema8 Abb. 3 iiber den Giiltigkeitsbereich hinaus fortzusetzen. 
Es ergibt sich fice 
: fla)= 2’ basin “2 * = ab jae <, (4) 
mit a 
2 : ae 
: bn, = =| f (x) sin = dx. as 
| “ie 
‘Wir behandeln nun die beiden in Abb. la und 1b angegebenen Belastungsfalle, ; i 
wobei wir uns die Belastung gemaiB Abb. 1b durch Uberlagerung einer in bezug auf q 
die y-Achse symmetrischen (Abb. la) und einer antimetrischen Belastung (Abb. 6) ae 
hergestellt denken. : | Ages 
II. Symmetrische_ Belastung. = : * 
Das System ist einfach statisch unbestimmt. Wir nehmen an, daB die Stiitzdriicke : “ 
iiber die Stiitzbreite konstant sind und bezeichnen den Stiitzdruck der Endstiitzen bs 
mit p/h, den der Mittelstiitze mit p,/h. Dann gilt aus Gleichgewichtsgriinden ee 
(po + pi) ¢ =p. (5) . a 


Wir fassen p, als statisch unbestimmte Gré8e auf und setzen 


Pi = OP, : (6) 
13* 


Eee ; as 
Came : Poe ies + ; Rs 
188 Se ks Sais | ot, Oe epee eee aete iT. si - % “ 

is —~ % b 


Der Faktor o ist dann aus den Formanderungsbedingungen gu ermittel 
diese in der Form annehmen ; Pe s: Reape sath 

oe Un=0, y=—d) =U (@=t1,y=—v = 9. agate i 
wo v die Verschiebungskomponente in Richtung y bedeutet. Diese Bedingung gilt 


‘natiirlich nur naherungsweise. 


Um die Randbedingungen fir die Spannungskomponenten erfiillen zu kénnen, 
zerlegen wir die Randbelastung in einen beziiglich der x-Achse symmetrischen Teil 


(Teilbelastung ,,1‘S; Abb. 4) und einen antimetrischen Teil (Teilbelastung ,,2“, Abb. 5). 
Diese beiden Teilbelastungen behandeln wir zunachst getrennt und kennzeichnen 


die zugehérigen Formelgré8en durch entsprechende, in Klammer gesetzte obere Indizes. - 


Y 


1. Teilbelastung ,,1“. 
Da diese Belastung zweifach symmetrisch ist, haben wir auch die Airysche 
Spannungsfunktion F™ in # und y symmetrisch anzusetzen. Es kommen also nur 
partikulare Integrale der Bipotentialgleichung 44F = 0 in Betracht, die gerade 
Funktionen von x und y sind. Wir wahlen den Ansatz 
1 ,; 3 : 
Les pa (A, So} on Y + ony BOP Sit on Y) COS Gp & + 


2 
O, 
n n 


+ x (Ca Cof By # + Bn ® Da Gin By 2) cos By gy. Oe 


Hierbei haben wir nur ungerade Vielfache von 5 bzw. i beriicksichtigt. Dies 


_ ist, wie sich sofort zeigen wird, notwendig, um die Randbedingungen fiir die Normal-_ 


spannungskomponenten gliedweise erfiillen zu kénnen. 


Fir die Spannungskomponenten o,), o,%) und 1,,@) erhalten wir dann 


“ay a2 RO : a : ; 7 
eet saad Oy? = DS{(4, + 2B, )) Go] Xn Yop Oe y BLY Sin ony] COS &, &— 
n . : F 


—[C, Coj Bn « + Bn % Dx Sin By x] cos By ¥}, 


_— Fo 
0) = aie ese [A Cof ony + ony B,Y Sin ao, y] cosa, % + a 
n 9 
+[(C,© + 2D,™) Coj By x + Bn xD, Sin B, ] cos By y}, S 2 
Gy eo RO oo a) vee : . =. 
ee =a ee + B,D) Sin &ay + ony B,YCoj an,y]sina,#@+] 0 — 


+[(Cn + Dy) Sin B, & +Bq Dy Cof By x] sin By y}.. 


eg ee ee ce 
> 
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 Fiir a, erhalten wir 


ATR Ie ee 


aben nun auch die Mondhelactune p e ) so in eine Fourierreihe zu entwickeln, . 


: : dab nur ungerade Vielfache von = auftreten. Da es sich hierbei um eine gerade 


2 


Funktion handelt, ergibt Gl. (3) mit a =1 die Entwicklung 


(2) = Dia COS Wy, X. | (10) 


a, = 2/ — | Boos On ude + JB 008 a4 da 


a—e 


| Po 608 Xn L ia) SS 


eo n+l ; ; n+3 
ay Sasi, 2 Po (1 — cos &, 6) — p, sin «, ¢ + (—1) 2. pl. 


Unter Pe eens der Gl. - und (6) ergibt sich, wenn wir noch — 


=0'G, +4, — (il) 

‘setzen, 
n+3 : 
‘y @, =~ [((—1) 2 (1—cos a,c) —sin a,c], | 
ie n 
: n+1 l : (12) 

; a, =(—1) 2 P| (1— cos w, ¢)— 1. = 

n 


Mit @ = 0 gelten diese und alle weiteren Formeln unmittelbar fiir das ur) eine 


Gleichlast belastete Einzelfeld. 


Wir passen nun unseren Ansatz (8) an die Randbedingungen an. Waren der doppet 


ten Symmetrie gentigt es dabei, die Randbedingungen nur lings ‘der Rander x = + 1 
und y = + 6 zu erfiillen. Es mu8 dann sein 
ye a 1 oO ry OO, 
in y=b....0,0= 2). 5,0 = 0. 
3 Die Bedingungen fiir die Normalspannungen liefern wegen COS X, = COS prb=s 
fea 0 : rae | 
; : C,0 = — B, D, Tq Bn ; (13) | 
: x * E 
: ise est Fe B® Ta «. 
4 As hEol a, a, b BY Ly vb. (14) 
; Die gliedweise Erfiillung der eee fiir die Normalspannungen war hier 
7 nur dadurch méglich, dal So eee ees F® nur Glieder- enthalt, die nach 
j -ungeraden Vielfachen von > 7 und => 5 — fortschreiten. 
F Die Randbedingungen fiir die Schubspannungen verlangen 
a : 
3 D4, + Ba) Sitt on Y + ony By Cof a, y] sin + 
q + (Cn + Dy) Sin By + Bn Da Gof Ba] sin Ba NG 2 (15) 
3 Dd {UA + By®) Sint in b + oy b By Cof oxy 5] sit oy & + 


TREAT TUR WEN 


rs 
. 
4 


n 


+[(C,® + D,) Sit By x + By & Dy Cof Bp 2] sinh Onc. 26a 


Um diese Beziehungen in x baw. y identisch erfiillen zu kénnen, entwickeln wir die 
Hyperbelfunktionen in Fourierreihen, wobei wir zu beachten haben, das n nur 


tngpredzahlige Werte durchlaufen darf, Wir setzen also 


bere] 


Fe ee 


meee ae 


Sin XnY = DE, © sin B;y, y Gof « ony = = SP sin BB ‘ = 
2 4 ; 


Gin 8, 2 = DG;,%sin a,x, x Cof pe n= LHe Oy ain a, o 
t . 4 a3 


und erhalten nach Gl. (4) a foes 
Cof x» b sin ae 
2 Xp 2 


% b ‘ . ‘ 
: ) ae ae amen ae 
B,,. = a Sin ig Y SD Biy dy = Bye oe soe 

a i : 


Oe 


rat? : ae 3 on — Be oe 
F,,@ =;\ y Cof an y sin By dy =A, (a,b Sit. an b—F on Berar ete) es 


On? + 6? 


Col Busine 


1 : see 
Gi. = 2 eee : ae 
0 : . : 


Oe Bae ; 


1 ; . tata: 2 
H,,® =2 | a Col Bn x sin a, 0 de = ae (Br Sin B, + ti 3.3 Cof Br). 


Tragen wir dies in die Gl. (15) und (16) ein, so ergibt sich je eine Reihe in sin 6, y 


baw. sin «, «. Die Koeffizienten dieser Reihen, die selbst wieder unendliche,Summen 
_ sind, miissen verschwinden. Driicken wir noch A, und C,,® aus den Gl. (14) und (13) 
durch B,™ und D, aus, so erhalten wir nach einigen oe aus Gl. (16) 


i ne \ 
ae SOPs! Gyan 


bi Oot oobi Ween i Ses Fine 
LA Rex RON ESO ls: Ug nO +4 Hn! Tals Aa (D. Gof.) a 
und aus Gl. (15), wenn wir fiir B,™ den Ausdruck Gl. (17) einfiihren: — | (17) 


(Da? Gol Br) (Zo Ba + Gag) + 


16 Soe & a? By Gof 2,5 +1 | 
+ EB LOW 8 ae Re ott Cinta, b+ 2a,b (Pa El Br) = 
poe Se ee — Sin 2a, d- Sayiedies 
ere he (0 TERA |x# — Prt (2 Sin 2a, b+ 2 aj; b 5 —1)]- 


Wir schreiben dieses in den Unbekannten D, Cof f, lineare, ‘inhomogene Gleichungs- 
system in einer fiir die Zahlenrechnung Sougnerss Form: 


Dy Gn x (Dy Cof By) = en, 
k 


as a> Cof2a,b4+ 1 ee 
(1) Sih pe 
On k > ( ae 2 B67)? a? + B,2)? Gif, bas obs ny 
nh Og = Oy O—, , (18) 
sy Bish) Tans Cof2a;,b +1 oe 
To By + ety ee Cin 2a,b- 200° 


2 au , . ‘ 
(meee aes +14, Oy Gin 2 «,; b 
iat 5 ( Lge h et Bat (2 Gnliaqbt sawn: 3 


Ks ist jetzt noch die Verschiebungskomponente v™ in Richtung y zu berechnen. Aus 
ou ov 
50ST ape ee Oy } 
folgt durch Integration unter Beriicksichtigung des Hookeschen Gesetzes 


ee SFO. ae" —1-( aro) gr) 
Po eer i) a = age FY By 


Be wo be die -Quetdehnungezahl bedeutet. Zwischen ® und YW besteht wegen. 
Tag Oe OU 


; ae: ae ea eng os . : 
der Zusammenhang . Ataf . Aaa 
(apo era) er) a> , a¥ ? ee 
eee | eae + | Gea gat ap de | 
Fir die hier vorliegende Spannungsfunktion verschwinden die von F herrithrenden 

Glieder und es bleibt die Differentialgleichung ae. 
a : a pou | 
mit den Lésungen ee 
me P=KMOLK My, Y= KM — Ke. % 
3 _Wegen der in x symmetrischen Belastung muB . a s 
oF vo) (+ x) = v@) (— x) 
4 sein. Damit wird 
ss ei KO = 
w ‘und wir erhalten fiir die von der Teilbelastung ,,1“ herriihrende Verschiebungs- ss 
- komponente ; 
; . Ne 
Ev = S'{— 2 (14,0 Sin on y + oy Bu Gof ay y) (1 +1) — 
Bs ae n 
: —(1— p) B® Ein wp y] cos wy @ + F [(Cn™ Gof Bn ® + 
q ty ey 
E + Bn % Dy Sint By 2) (1+ px) +2 Da CofBy w] sin By y\+ HK (19) 


2. Teilbelastung estes | = 


Diese Belastung ist in x symmetrisch und in y antimetrisch. Die Airysche 
Spannungsfunktion mu8 die gleichen Eigenschaften aufweisen. Wir setzen daher 


Fe) = aar a @ Sit an Y + on Y B® Cof oy Y) COS %m ¥ + 


a lS a a he i 


oe as Ym &D m2. Sin Y m X) SIN Ym Y; (20) 


wobei, um a’ die | in ou Normalspannungskomponenten wieder glied- 
weise erfiillen zu kénnen, jetzt die Periode der Fourierreihe in y mit L = 26 gewahlt 

- wurde. sin y,, y verschwindet dann am Rand y = +). oe Spannungskomponenten 
lauten: 


a” m= DA @) ) + 2B) Gin ay 9 + any By a Pala yoo: Kn &— 


+ 2 (CE m® Co Ym FA Ym FD® m Sit Ym ©) 80 Ym Ys 
6, =. (A, Sin mn Y oP. On y B,® Cof Om Y) COS Hp % + ah 
YC m® +2 Dn®) Cof ¥m & + Ym ® Dm Sin Ym L] SiN Ym Ys 
oa} 14, + B,®) Coj on y + oe y B,® Sin Ky y] sin &, 2 — 
ae : 


— [Cm + Din) Sit ym © + Ym & Dm Gof Ym 7] COS Ym Y- 
m : 


eT ACO Spe ee ee een 


Es aoe Ss hier Ee die 5 Randeedin entaen’ nur ir lings a 
und y = ¢ b zu erfiillen. Sie lauten dort ~ 


in 81 4.2) =O, oOo. 


in y=b.. “0, = — 20), To42) = 0. meee 

Aus den Bedingungen fiir die Normalspannungen folgt sofort ; 
© On = Ym Din BE Ym | 7 (aoa 

. ser (2) a 

MO eI — on b B,® Ctg ov» b. rs) a 


Die Randbedingungen fiir die Schubspannungen fordern Pee a Appar ‘ : 
DS (A,® + Bu®) Cof an y + on y Ba® Sin op yl sin M_ 
3 


— SC n® + De®) Sit 7m + Ym Dn Cof Ym] 008 ¥my =O. 9 (24) 
Sud. @ + B,) Co} on b + ee B,® Sin O&O] sin a, 2 — 
=e @) + D,,?) Sin Ym % + Ym xD m” G0} Ym a]cosma = 0. (Gp). 


Wir haben a hier wieder die hyperbolischan Funktionen durch Mencierniee i 


- gustellen, wobei in der Entwicklung nach y alle ganzzahligen Vielfachen (Periode 


[= 2b), in der Entwicklung nach 2 aber nur die ungeradzahligen Vielfachen der 
. Grundwelle zu durchlaufen sind ( (Periode Ter = 4). Im einzelnen ist also zu setzen 


EB 


r x Fon® : 
Cojf any = ta + SB, COS Y m Y y Sin On Y = 2 + D'F mn 0087 mY, 
Sin ym t =>) Sn m® sin On By ; x Co} Ym & =) Aa m® sin On x; . 
A . n n : : 
mit : 
aes 2 ow Gin a, b cosm x #H Sin o, b 
CASES wa = ere Bet Kg nea ed | Soe 
nn | Cof Xn y COSY m Y dy = a 2 O,b > : 
2 COS M 7% : 
ae oi y Sina, y008 ym ydy = 2 MA (sy, b Co} oy b — 8 be in Ba): - 
Fon® 1 
2 = 8p (an Bol a“, b— Sin On 0), 
G, 2 i . Cof 7m sin = | car 
ee = 2 in ada =2 —_ ; ; \ 
i on Ea am eas She es Ym Ce ets: 


nn ae 
2 sin —— 


1 
(2) — j i i Ves ; 2 
v4 Dae 2 + COL Yan HT ten eae ee (7m Sitt 2m + 2% sigan Gora) Pe a 


Diese Werte in die Gl. (24) und (25) eingetragen, ergeben sich zwei Reihen in cos Vere, 
und sin «, #, wobei allerdings in der ersten Reihe auch noch ein Absolutglied von 


der GréBe are 
ae Rach DS oe 


vorkommt. Dieses Glied Sa onteae aber wegen 


2hb 


VW Un ee 100 ‘eee ; oh 
a Sein =z | 2, 4008 9 we ode = it! | p (x) de =o, 
—1 


da die Randbélastung ein Gleichgewichtssystem bildet. Wir kénnen somit die Rana | 


; ; 
und (25) Ectilien, indem wir die Koeffizionten des daraus gebildeten 


S Reihen Null setzen. Beriicksichtigen wir noch Gl. (22) und (23), so erhalten wir. 
+ aus. Gl. (25) ae 
= See | Cof 2%, b—1 nA ; 42 
(2) Soe eee é 
B, Sin a b eee ee 
On ees =e 
3 es Stg an b Mt cation Dn CO} m)| (26) - 
e 4) liofert nach Einsetzen aes ‘Ausdruckes Gl. (26) 
= SF D> @ing® (D, © Coj y.) iC en 
ee 4 $s 
| Ye 16 3 Gof 2 «;b—1 f dee i 
, (2) pen ee | ee m+s+1 2 noice SLOG 0 t 
Oms d (— 1) 2 Oe cern cor enen Gin 2 a,b — Qo, b? Ree 
eee a, ,2 = x ‘ 
: , ™M + 8, Asm | hms a (27) ; 
 ~ Oe qn on Cof 2 x, b—1 Z =. 
q 3 297m +e Col? yn Y mi eee as Vow) ye Sin 2 «0,b—2 a,b’ dee 
. @ = ee O% ao _ Sin 2 a,b a | As - 
: Cm x 1) h(a? + y sae Yn (2 Gin 2 «,b—2 a,b = 
: Fir die Oe SED ena v® gelten die gleichen Uberlegungen wie’ bei 
der Teilbelastung »t*. Man-erhalt oo 
oo —-— S14, PEO ony + any Bs Sino 9) (1 + a) — | 
(=) B, Narada S Zee ze 
j 
FF ZF WCn™ Chm 2 + 7m # De® Sit 7m 2) (+ H+ 


3 + 2Dm® Gof ym t]Cosymy +H K,®. (28) 


3. Bestimmungsgleichung far ate statisch unbestimmte GroéBe o. 
me Die Verschiebungskomponente v unter der. symmetrischen Belastung ist 


v= + y®, | : ecu 

Die Erfiillung der zweiten Bedingung (7) ergibt, wenn n fiir v® und v® die aysdrncke Co! ia 

Gl. (19) und (28) herangezogen werden, a S 

BOE -EE®) = Pa + p) C,@ + 2D] Cof By + 
° (1 + 2) Ba Dy Gin By} sin 72 + . 
+.2'5~ {10 + 1) Cn ® + 2 Dy] Cof Ym + 
z +(1 + t)y¥nDm Se aN oey OS 
_ Damit erhalten wir aus der ersten Bedingung (7) 

= a= -|4, ) Gin a,b — A, © Gof ond — Ba (TEA Git on D — a4 BGO Ona b) + | = 
> hoe + BO (4 7 FH Gof on — ain bd Ginx b}] + : - 
= mee A 173" [6, of Ba — 1) + Da (Ee (61 Po —1) + Ba in alts e a 


3 + (ey I" © (60h 7m — 1) + Du (spe Col 7a — 2) + 7m Sins] = 0 


ra © . 


ies 
zal 


ae) 


Aus den Gl. (13), (14), (17) sowie , (22), “Day und (26) ae Werte fiir iicn 
-eingesetzt, ergibt sich nach einigen Umformungen als Bestimmungsgleichung_ fir 
die Konstante @ ; 


7 ie | Cof 2 «, b—1 Cof2a,b+1 eke ee, 
2 D)\> leant eat ae ee : 2 
n 


(Ga) Sin 2 ond — (1 + tplteeh Saye 5 


Ao) 


* 


Ql Soja ee b) 2 & b eae @) Je 
+24 Be 7 pe a (a, ree 22 (Din © Gof pe 


: ozs 2G Bn 2 Gof B,—1 j 5 a : : eee == 
as pa (Shes fa + w) gee + bee oe Bn) — | ee 
m 2G Vm 2 Gof ¥m —1 (2) a = x (99) 2 
~ 2 (—1)" [a + a) tm + 2 Se |(D a! Gof 7m) =O. (29) 
Dabei ist gema8 GI. (11) ; pve 
x d “ On = 0° Oy +O, ? ele ae 
ba ‘: D,© = 0:D,% + D,0- Di @ = 0* Din ® +), (80) 


D,® und D,®. baw. D,,® und D,,@) sind aus den Gleichungssystemen_ (18) und (27) 
zu boeen indem dort: in den ‘Absolutgliedern a, durch a, bzw. @, ersetzt wird. 

Bei der Auswertung der Gl. (29) ist es interessant, die sich ergebende Konstante Oo. 
mit dem Wert zu vergleichen, den die elementare Theorie der Balkenbiegung liefert. . 
‘Berechnet man die statisch unbestimmte Mittelstiitzkraft B eines Balkens auf drei 
Stiitzen nach dem Satz von Menabrea, so gilt 


aA Eger Bee Ree tees Sy 
= A, =z) 1 du + op || Q2 dx. ; 
Dies ergibt, wenn das Tragheitsmoment J = a hb, die Querschnittsflache F = 26h 
E . “36 : : - a 
BGs (re pe = Bp Beas mit B=2epe ete: i 
13°85 25. eee ayy 


O Fe 20+ 480 (14 n)* (31) 


IV. Antimetrische Belastung. 


“Bei dieser Belastung mu8 wegen der vorhandenen Antimetrie die Mittelstiitzkraft | 
pean Daan (Abb. 6), Das Gleichgewicht der auBeren Krafte fordert ; 
| P= ea i 

Auch hier zerlegen wir wieder die Randbelastung in zwei Teile: in einen anti- 4 
metrisch-symmetrischen Teil (Abb. 7, Teilbelastung 3) und in einen zweifach 
antimetrischen Teil (Abb. 8, Teilbelastung 4°). Die beiden piglets ute werden | 
getrennt behandelt. ) SeSy 

1. Teilbelastung ,,3°. : 


Entsprechend dieser Belastung muf die Airysche Spannungsfunktion eine i ; 


ungerade Funktion in x und eine gerade Funktion in y sein: noe ; 
ath ; 3 ey 

FO = DS) (Am Gof em Y + Em Y By © Sin Em Y) SID Em Z + we 9: i: 
™ 3 

; 


pr (Cn Sin fu x + By Dy Co} By 2) COs Bay. (83) 


a wobei 


g Unter Beachtung von Gl. (32) erhalt man 


Se; Pe Ae a ss o,@ = 0, yO) = 0, 
iny=b..... oy = 2), Sas 0. 
Die Bedingungen fiir o,) und o,® geben S 
| Cc, =— Bn DS? Cig Bn (36) 
b . 
G)s = em 3 g 
An Gots. b 7 om 0 BuO 2g emo . (7), 


el in 4 Abehboan betriigt jetzt 2 = 2 aed in y- PRicheate sag =4b. 
Weiter ist die antimetrische ek in eine Fourierreihe zu entwickeln: 


j=» 6,, SIN 6, 7; 2 * (34) 
m 


post aaa op Seg p 2 
m | 2) sin en w dex 2| A Psinen ade + (! “p sine, wda}. 


bm =—Pli— (1) + pees | | (35) 


Abb. 6. _ Abb. up 2Ay 8. 


und die Bedingungen fiir die “Sihubypenaugen verlangen 


a — 214» © + B®) Sine, y + ey Ba®™ Gof Em y] cos m a + 


a X'UCn @) + D 2) Cof Bb, + i Dy 3) Sin B,,] sin Bn y = 0. (38) 


© SA p® + By ®) Sit en b + En b By of £6] 008 by & + 


>, 


4  B,,@) = 


aks 2 [(C,@ + D,,®) Cof By, « + Bn x D,® Sin B, x] sin“ a=: 62) 


Die nach Ridiwickles der Hyperbelfunktionen in Fourierreihen. aus (38) und (39) 


~ entstehenden Reihen in sin f,, y und cos ¢,, x konnen durch Nullsetzen der Koeffizienten _ 
zum Verschwinden gebracht werden, da die Absolutglieder sich wegheben. Wir er- 


-halten mit Gl. (36) und (37) aus Gl. (39) 


1 Cof 2 em b + 1 
[or Emo Sin 2 ep, b + 2 ey b 


; | whe Be Abt 
x Peta end + Sent SNF aia ap (Dam Sin Aa)] (40) 


x<- 


4 und damit aus Gl. (38) 


"She ( (Dy (3) Sin B ) = o,®.. 


Bets eae at Gol2eyb +1 
Bs = An Ped a ae =e Waris zB, 3 (Em? rts 32? (6,2 ae Bey Gin 2 Em Bae 2 Em b? . 
4 ve Mth, Aen (3) = dp, 
Bee a 46 Gof 2e,b6+ 1 atte eae. 
= Big Ba — Sin? By ao 7 Ba oes Gin 2, b + 2 eq,’ Ne es a or 
>i 2 ee Gin 2 em 0 eis ) ’ 41) a 
oe & oe h ert har eo ~ Bri oo F444) 


ae a . 2: Teilbelastung a 
pe Spannungsfunktion ist hier sowohl in # wie in y ungersde. 
Pw a (Am) Git Em Y + Em Y Bm Gof Em Y) SIN Em © + 


ae m Ra eta i ; 


- | 7, ; = (Cm Sit ym & + Ym ® Dm Cof ym t) Sin ym y. (42) 


‘Die Periode in x-Richtung ist L = 2, die Periode in y-Richtung L = 26. 
Wir Beree jetzt den nachstehenden ees Se zu gentigen: 


ing =1. C8) == Ot == O, 


Ee 5 = 20, ay =0. 


? 


a ie Aus eo Bedingungen fiir die Normalspannungen folgt unmittelbar * : ~ 


Cn® = —ym Dyn StE Ym (43) 


ee An = pat — end BuO Ctg em b. (44) 


a | “5 Die Randbedingungen fiir die Schubspannungen liefern die Giseiasren 
| yu. + By) Sof em Y + emy Bn™ Sit em y]cosma + aor 
m ‘ 2 


ae QCn® + Dn ®) Cof-ym + Ym Dm Sit ym] COS ¥mYy =O, (45) 


SIA» wa Be 0) Gof em b + end By ©.Sitt em 6] 008 em + 
eee 2 UlCn ® + Dy ©) Cohn ® +m % Dy Sin 7m @] cos m x = 0. (46) 


Wir shaiieh jetzt zwei Reihen in coSymYy und cose, x. Die konstanten Glieder_ 
in der zweiten Reihe heben sich weg, in der ersten Reihe reduzieren sie pas auf den 


ie Z ~ Ausdruck : 
a: : PR Dg 008 Fo 


Auch dieser Ausdruck verschwindet. Um das SHEECBED schreiben wir de Gleich- 
gewichtsbedingungen (32) in der Form ; 


\ ep leyde == 0. wr eee ee 
sy 0 ! . gently 
aes Unter Beachtung von GI. (34) entsteht . 
a: | 2 S/o» sin be 1a =O; 

ee te 


ma 
S 


rane > b : : 
Se SIN Em de = ) s2 | &m #008 em + Sin em 2] = 
m . x 7 


‘Die Randbedingungen Gl. (45) und (46) kénnen wir daher durch Nullsetzen der Reihen- 


ege der gleichmaBigen Konvergenz der Reihe sind Integral- und Summenzeichen _ 
vertauschbar: °_ | neoas . 3 eee ss 2 


0% 


b 
=— > —™ COS Em = 0. 
m om 


m- 


koeffizienten erfiillen und erhalten aus Gl. (48), indem wir gema® Gl. (43) und (44) 
die Konstanten C,,“ und A,, durch D,,“ und B,, ausdriicken, 


ibs Cof 2e,,b—1 
Bm Gin €p, b She Face eet eo + 
, m+s Wee 
| ot See a) (aaa (2,8 » Sin y)} (47) a 
und damit weiter aus Gl. (45) oes Reet ra 
a a, (D, Gin y,) = o,. 
¥ 16 es ; Gof 2&4 b—1 
LORS toy Se v etc Pig es of 2e 
Gs, b (— 1) a (Cot FEF (ent E70 Sin 2e,, foieae b? ae 
r+ s,a, =a, ees i Sa 
(4) — (- 3 Coj 2e b—1 : 
ss Ctg Ys Gasp 7s a7 (e,," - a Gin 2 €,, ae 2 Em 6’ 
Wy : m+s sf 1 b d 
RO) as ret Lose. Sata ORGS eae | Gin Ze b Sur 
ee 5m ( " h ee y2(2 Shisboe ol eS 
V. Zahlenergebnisse. 5 
Der zahlenma&igen Auswertung wurde eine AEN von 1/,) der Feld- = 
weite zugrunde gelegt: ape Sh 2g 
Um die Randbelastung fiir diese Stiitzbreite einigermafen richtig durch ihre Fourier- _ e: > 
reihe wiederzugeben, ist bereits eine groBere Anzahl von Gliedern notwendig (es a 
wurden 13 gewahlt), was natiirlich die Rechnung ziemlich miihsam macht. . a, sg 
Die Auswertung wurde fiir den Fall durchgefiihrt, daB die Tragerhéhe gleich der 
Stiitzweite ist (6 = 0°5). Bei gréBeren Tragerhéhen entspricht die Spannungsver- a 
_ teilung praktisch bereits dem unendlich hohen Trager (Halbscheibe), wie aus den oe 
Untersuchungen von Dischinger, Bay und Craemer hervorgeht, die am un- aa 


endlich langen Balken durchgefiihrt wurden. Bei kleineren Tragerhéhen nahert sich die 
Spannung dem Navierschen Wert. Um aber auch diese Verhaltnisse naher zu unter- 
suchen und um insbesondere den EinfluB der Tragerhéhe auf den Stiitzendruck zu 
verfolgen, wurde die Rechnung fiir den symmetrisch belasteten Trager auch noch ae 
fiir den Fall 6 = 0°25 durchgefiihrt (Tragerhohe gleich halber Stiitzweite). ee 

Da die Rechnungsergebnisse vorwiegend fiir den Stahlbetonbau Interesse besitzen, a 


wurde die Querdehnungszahl = 0 gesetzt. Der Einflu8 von y ist im tibrigen nicht sehr 


bedeutend, wie aus Formel (31) hervorgeht, die aus der elementaren Balkenbiegungs- ee ae 
theorie abgeleitet wurde. Diese ergibt fiir die Konstante @ in Abhangigkeit von 5 RA. 
die in Tab. 1 angegebenen Werte. 


a baade 
b= 0 0°25:| 0°5 co tos 
0 6°25 | 6:09 | 5:78 5 : an 
fe = 0°3 | 6:25 | 6°05 | 5°71 5 cae 


is ae 


r ih 
yess 
“aes 


Bei der Ermittlung der: Normalepawangen a es vorteilhaft, nicht die 
selbst, sondern ihre halbe Summe bzw. Differenz zu berechnen. Auf diese Weise — 
lassen sich vor allem die Hauptnormalspannungen und ihre Richtungen a: am. n einfachsten 
feststellen. 
1. Symmetrische Belastung mit 6 = 0°5. 


In den Spannungsfunktionen F® und F® wurde in Ubereinstimmung mit der 


(A 


: 


Entwicklung der Randbelastung die Gliederzahl der Reihe in z-Richtung mit 13 an- 


genommen, wahrend in y-Richtung 10 Glieder beriicksichtigt wurden. Insgesamt 
waren also zur Festlegung der Spannungsfunktion 92-Konstanten zu berechnen. © 


Stitzmitte x=0 : : j Poldmite Z-O5 es 


lag Ee 
(5-fach rergrbet}! 


= é Symmetrische Belastung b= 05 a 
Abb. 9. 


Die Diagonalglieder der Matrix der Gleichungssysteme (18) bzw. (27) aie — 
gegen die iibrigen, so daB einerseits bei Verwendung des GauB8schen Eliminations- 


verfahrens schon eine geringe Stellenzahl geniigend genaue Ergebnisse liefert, ander- 


seits auch die Auflésung nach dem Iterationsverfahren mdglich pao 
Gl. (29) gibt fiir @ den Wert 
(0 = 531, 


wahrend die elementare Theorie 9 = 5°78 liefert (Tab. 1). Die Mittelstiitze erfahrt 
also. eine geringere Belastung, als ihr bei geradliniger Spannungsverteilung zukommen — 
wiirde. Dies hangt damit zusammen, daB der Balken in seinem oberen Teil praktisch — 


spannungsfrei ist und sich daher in seinem Verhalten dem unendlich hohen Trager 
nahert (9 = 5). 


Langs des Randes = + 1 gibt die Teilbelastung ,,2‘‘ einen nahezu konstanten, 


an 


von Null verschiedenen Wert von t,,. Dies hat seinen Grund darin, daB die durch 


die Fourierreihe mit .endlicher -Gliederzahl dargestellte Randbelastung kein Gleich- 
gewichtssystem bildet, sondern eine wenn auch kleine Resultierende ergibt, der durch 
die Randschubspannungen das Gleichgewicht gehalten wird. 


Abb. 9 zeigt den Spannungsverlauf im Mittelschnitt «= 0 und in Feldmitte 


«x = 0°5, in Vielfachen der Randbelastung p/h. 


Im Mittelschnitt verschwinden die Schubspannungen. Die Biegespannungen oat | 


und die Normalspannungen o, bieten im wesentlichen das gleiche Bild wie bei der 
pel eG heaeee Der obere Teil des Tragers ist praktisch spannungsfrei. | 


Sic lspannung am Unterrand ist in Feldmitte etwas gréBer (4/0, = 
se :66/1°188 = 1:234) als bei der Halbscheibe (co, = o,). In Stiitzmitte stimmen 

die -beiden Werte ziemlich genau ‘iiberein (o, = —4'900 p/h, o, = —5°052 p/h). Die~ 
Abweichungen diirften vor allem auf die endliche Tragerlinge zuriickzufiihren sein, 
denn der unendlich lange Trager gibt, wie aus der Arbeit von Dischinger? hervorgeht, 


praktisch die gleichen Werte wie die Halbscheibe. 


In Abb. 10 sind die Hauptnormalspannungslinien eingezeichnet,. deren Kenntnis 
- _-vor allem fiir den Stahlbetonbau wichtig ist. . 


RAR AR 


ay ei 
S | 

PST ELE TC 

i Ua 


O\\ 


2. Antimetrische Belastung mit b = 0°5. 


“Abb. 10. 


In der Fourierreihe fiir die Randbelastung wurden wieder 13 Glieder_beriick- 
sichtigt. Bei der Entwicklung der Spannungsfunktion in y-Richtung wurden jedoch 
nur 6 Glieder in Rechnung gestellt, so dai also hier die Spannungsfunktion durch 
-  insgesamt 76 Konstante festgelegt ist. 


Am Rand zx = + 1 verschwindet t,, nicht, sondern gibt einen von Null ver- 
schiedenen Mittelwert; die durch die ersten 13 Glieder der Fourierreihe dargestellte 
Randbelastung ist namlich auch hier kein Gleichgewichtssystem, sondern liefert ein 

_resultierendes Moment, dem durch die beiden einander entgegengesetzt gerichteten 
Schubkrafte des linken und rechten Randes das Gleichgewicht gehalten wird. 


: Im Mittelschnitt verschwinden die beiden Normalspannungskomponenten; es 
bleibt nur eine Schubspannung. 


. Die Biegespannung o, am Unterrand in Feldmitte ist Oo, = —1:365 p/h = 
= 1-365/0°890 o, = 1°534 o, gegeniiber o, =— p/h bei der MHalbscheibe und 
od, = —1:001 p/h beim unendlich langen Trager. 


3. Linkes Feld belastet, rechtes unbelastet. 6 = 0°5. 


- Dieser Belastungsfall (Abb. 1b) entsteht durch Uberlagerung der symmetrischen 
und antimetrischen Belastung. Im Mittelschnitt ergibt sich daher die Normalspannungs- 
verteilung der symmetrischen und die Schubspannungsverteilung der antimetrischen 


unbelasteten Feldes sind in Abb. 11 datas 


Randlasten. Die Werte der. Spannungskomponenten in Mitte des bela 


4. Symmetrische Belastung mit b = 0 25. 


ie Rechnung wurde in gleicher Weise durchgefiihrt, wie unter I. angegeben, : 


_ jedoch sind in der Reihenentwicklung in y- -Richtung ebenso wie bei der antimetrischen. 
Belastung nur die ersten sechs Glieder berticksichtigt. ee 


Nach Bestimmung der Konstanten D und D ergab sich aus Gl. en} fiir 0 alse Wert 


9 = 575, ee 


wahrend die Naviersche Theorie 9 = 6°09 eibt (Tab. 1). Wie zu erwarten, ist hier fs + 
die Abweichung bereits geringer als beim Trager mit der Sahat Hohe 6 = 0°5. © 


Feldmitte %=-O5 fea Aine c0ege 


% 


PS) 


ley (6 be! vergrobert) 


+ Vinhes Fold boestet = QS Ee 
Abb. 11. z 


Die Spannungsverteilung gleicht im wesentlichen der des unendlich langen Tragers 


_gleicher Hohe. 


VI. Zusammenfassung. 


Fiir den wandartigen Trager, das ist ein Trager, dessen Querschnitt aus einem 


hohen, schmalen Rechteck besteht, wird die Spannungsverteilung i im Falle der: Lagerung 
auf drei Stiitzen angegeben, -wobei zwischen Gleichlast in beiden Feldern, feldweise 


wechselnder Last und Einfeldbelastung unterschieden wird. Die statisch unbestimmte — 


Mittelstiitzkraft wird berechnet und mit der aus der elementaren Theorie sich er- 


gebenden verglichen. 


Die zahlenmaBige Auswertung wird fiir den Fall durchgefiihrt; daB die Quer- 


schnittshéhe gleich der Stiitzweite ist. Die statisch unbestimmte Mittelstiitzkraft 
wird auch noch unter der Annahme berechnet, da die Querschnittshéhe eo der 


halben Stiitzweite ist. 
s (Hingegangen am 19. August 1946.) 
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Zum Prenineiisloialen Feldproblem : zweier Meienden 
Ebenen in beliebiger Lage. 
Von F. Cap. 
(Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitit Wien.) 
Mit 14 Textabbildungen. 


- I. Problemstellung. 


Das Problem des elektrischen Feldes zwischen zwei leitenden Ebenen in beliebiger 
Lage hat neben rein wissenschaftlichem Interesse auch einige praktische Bedeutung, 
besonders fiir Probleme der Elektrotechnik. Unter der Voraussetzung, da sich die 
betrachteten leitenden Ebenen in der einen Abmessung ins Unendliche erstrecken, 
kann das Problem als zweidimensionales angesehen werden; der Gebrauch funktionen- 


_theoretischer Lisungsmethoden ist damit ermdglicht. Die vorgeschlagene Lésung 


kann selbstverstindlich auch aut mip gpetostatiache Probleme angewandt werden. 


Ii. Die Festlegung der beiden Ebenen im Koordinatenraum. 


Zur Festlegung der Ebenen in einem rechtwinkeligen cartesischen Koordinaten- 
system (x, y) werden am besten Polarkoordinaten (r, ¢) bentitzt. Eine Ebene werde 
durch folgende drei Angaben charakterisiert: 


a) Ihre Breite (die Lange sei unendlich!); b) und ¢) die Polar- bzw. cartesischen 
Koordinaten desjenigen Randpunktes der Spur, der dem Ursprung des Koordinaten- 


Aphol =~ Abb. 2. 
systems am nachsten liegt. Die Ebenen sollen — wie Abb. 1 zeigt — so liegen, da 


die Richtung ihrer Spur mit der Richtung des Radiusvektors jenes dem Ursprung 
zunachst liegenden Punktes iibereinstimmt. ZweckmaS8ig wahlt man — was durch 


Abb. 3. 


Drehung des Koordinatensystems leicht zu erreichen ist — O, = = 0°(Abb. 2). Die ,,Her- 
stellung‘‘ der beiden Ebenen kann man sich gema8 der Zweizahl der Koordinaten (r, o) 


durch zwei aufeinanderfolgende Schritte vorgenommen denken: 


i Zerschneiden der x-Achse an den Stellen A, B, C und D und Entfernung der 
Zwischenstiicke co bis A, B bis C, D bis co (s. Abb. 3). > 


Il. Drehung des Stiickes AB (der negativen 2-Achse) um 0 als Drehzentrum 


um den Winkel (180 — oj). 
Die schrittweise vorgenommenen funktionentheoretischen Transformationen sollen 
diesem Wege folgen. 
Ingenieur-Archiv II, 3. . . : 14 
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IIL. Die funktionentheoretische Formulierung des Schrittes I. 


J. J. Thomson hatte bekanntlich (z. B. Handbuch der Physik von Geiger-Scheel, 
Bd. XII, S. 476, Aufl. 1927, Springer-Verlag, Berlin) nach dem Vorgang von Max- 
well (nachzusehen, auf welche Leiteranordnung eine gegebene Funktion als Lésung 
pakt) bereits festgestellt, daB die elliptische Funktion z = sin am w das Feld von zwei 
gleich breiten, zum Ursprung symmetrisch auf der x-Achse liegenden Streifen der 
_ Potentiale K (wo K das vollstandige Normalintegral 1. Gattung) darstellt. Diese 
von Thomson selbst. bewiesene Lisung (der Beweis wird am Schlu8 des Abschnittes 
gebracht) soll im folgenden mit Hilfe des bekannten Schwarz-Christoffelschen Abbil- 
dungsverfahrens abgeleitet werden; dariiber hinaus soll auch das Problem ungleich 
breiter, auf beliebigem Potential befindlicher Platten in beliebiger Lage zueinander 
in Angriff genommen werden. 

Ublicherweise werden bei elektrostatischen Problemen sowohl die Polygonspur 
der Leiter in einer z-Ebene als auch die Linien konstanten Potentials in einer w-Ehene 
(2 =a+tity, w =p +iy) zugleich auf die reelle Achse einer Hilfsebene ¢ abgebildet. — 
Durch Elimination des Parameters ¢ aus beiden Abbildungsfunktionen wird dann — 
der direkte Zusammenhang zwischen den Ortskoordinaten (x, y) und den ,,Potential- 
koordinaten“ (y, y) hergestellt. Hiervon soll im folgenden abgegangen werden; es 
soll gleich die w-Ebene auf die z-Ebene abgebildet werden. Es kommt auf dasselbe 
hinaus, wenn man zunachst die z-Ebene auf die w-Ebene abbildet und dann die 
Umkehrfunktion bestimmt. | 


a) Allgemeiner Fall: Beliebiges Potential und beliebige Abmessungen. 


Das Potentialbild in der w-Ebene zweier verschieden breiter Platten, die sich aut 
beliebigem Potential y befinden, sieht so aus, wie Abb. 4 zeigt. 


Abb. 4. » andes 


Hierbei bedeutet: y, das Potential der Platte A B (A B ist gleichzeitig die Platten- 
breite); ~, das Potential der Platte CD; y, und y, bestimmen die Lage von A und D 
und damit die Plattenbreiten. 


; te : 
c-Lbene = ; 
ne” LE A 8 0 uC. ae eS 
. ZuA uC 
Abb. 6. Abb. 7. 


Die Punkte AD miissen durch eine schiefe Gerade verbunden werden; verbindet 
man sie nimlich durch eine Gerade parallel zur g-Achse, wie Abb. 5 zeigt, so erhalt 
man bei der Abbildung des Potentiallinienzuges auf die z-Ebene dort das Bild von 
3 Platten, etwa so wie Abb. 6 zeigt. hahe 

Auch hat man dann 6 Drehpunkte und damit 6 Winkel in der w-Ebene anzu- 
nehmen, was natiirlich zu wesentlich komplizierteren Integralen fiihrt. Verbindet 
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a a 


‘ aren a YS eee iva . 
_ Zum zweidimensionalen 


man aber A und D, wie Abb. 4 zeigt, so erhalt man in dey z-Ebene ein Bild, wie 


Abb. 7 zeigt. | 
Der Winkel « soll mit 45° gewihlt werden. Da 
COD—AB 
5 = Ss 
Ls | Pil +| 2] : Cee 


wird durch geeignete Wahl der Plattenabmessung DC und A B sowie der Potentiale gy, 


und g, dies leicht zu machen sein, ohne der Allgemeinheit der Losung einen groBen 
Abbruch zu tun. 


Aus der Schwarz-Christoffelschen Formel 
dz 
w= €} . : > , 
ere a oo 
fiir die Abbildung der oberen Halbebene der z-Ebene auf ein Polygon (Trapez) A BCD 
der w-Ebene mit den Innenwinkeln « 2, Bz, ya, da und den Drehpunkten a, b, ¢ 
und d auf der a-Achse erhalt man auf Grund der obigen Verfiigung tiber « die Formel 


dz a ON, (1) 


Da nun bekanntlich von den vier GréRen a, b, c, d drei beliebig gewahlt werden 
kénnen — fiir die wirklichen Potentiale und Abmessungen sind ja erst die Punkte A, 
B, C und D maBgebend —, kann durch die willkiirliche Festsetzung 


@=—2; 6=>—1; c=+1; d=+7(>)) k echter Bruch 
; 1 
moat, Sans Wy ge em oak Sees 
LE AES Sea 
a b 0 Cc ad 


das Integral (1) weiter vereinfacht werden. Ganz willkiirlich diirfen jedoch die 
GréBen a, b, c und d auch nicht gewahlt werden; z. B. darf der Wert Null nicht gewahlt 
werden, da der Punkt Null bei der nachfolgenden Drehung den Drehpunkt bildet; 
auch die Reihenfolge, also a<b<c <d muB beibehalten werden; wiirde z. B. d 
kleiner als a festgesetzt, so zerfiele die eine Platte in zwei Stticke, die sich erst im 
Unendlichfernen treffen wiirden. Mit der obigen Festsetzung geht (1) tiber in 


ool a +O =0(2). (2) 


Ve +1) @ +2)" Aa) (1— hey 


Wiirde man einen der Punkte, etwa b oder d, in den unendlich fernen Punkt legen, 
so wiirde zwar einer der vier Klammerausdriicke unter der Wurzel verschwinden und 
sich das Integral damit vereinfachen, aber es wiirde sich dann eine Platte bis in den 
unendlich fernen Punkt erstrecken. Das Integral (2) : 


1 3 1 —+ es ; 
we) =0\@+~F@+2)~2(2—§] (¢—1)  2dz+C 
=C\ea +o" LN meas Sl A (2’) 


diirfte geschlossen wohl kaum auswertbar sein.1 Die Berechnung durch eine Reihen- 
entwicklung soll im folgenden kurz gestreift werden. Zunachst soll die Berechnung 


der Werte k, C, G, besprochen werden. CO’ = 0, wenn der Nullpunkt der z-Ebene 


und der Nullpunkt in der w-Ebene iibereinstimmen. C 1a8t sich aus C berechnen 


1 Herrn Dr. Schmetterer vom Mathematischen Seminar der Universitat méchte ich bei 
dieser Gelegenheit danken fiir einige Ratschlige beztiglich des Integrals (2). 
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(Heraushebung se k). Zur Berechnung bzw. Bestimmung von k, Cc! = gibt es 
zwei Wege: ; = 

I. Entweder man walt ie C’ und C und ne dann die Koordinaten der Punks A, 
B, C und D der w’-Ebene durch Einsetzen der Werte von a, 6, ¢ und d in w (z) be- 
rechnen (was mathematisch einfacher sein diirfte; man hat aber dann — aufer durch 
Ma8stabsinderungen bei der Zeichnung, z.-B. Festsetzung: K entspricht 200 V, 0°5 K 
entspricht 100 V — keine Verfiigungsmoglichkeit mehr tiber die Plattenabmessungen <3 
und das Plattenpotential, auBer eben der freien Wahl von k, doch wei man ja von 
vornherein nicht, welches Potential zu einem bestimmten k-Wert herauskommt). 
3 II. Oder man gibt die Koordinaten von A, B, C und D — also die Piattenabmessun- 
‘ gen und ihr Potential vor — und berechnet durch Einsetzen die Werte von ik and’ C> ae 
Eine der vier die GréBen C, C’ und k bestimmenden Gleichungen (es sind ja vier 
Eckpunkte da!) ist tiberfliissig. 


Zur eo eee des ee (2’) entwickelt man jeden der drei Faktoren (1 —-z?) ~ 


&-(g+ 2) bey 5 in eine Potenzreihe, die bei absoluter Konvergenz a 7 
as es Rouyormensentiet miteinander multipliziert werden dtrfen. Die sich aus 
der Multiplikation ergebende Potenzreihe wird dann gliedweise integriert. 


1 i 
Die Potenzreihen der Ausdriicke (1 — 2)” 2 und (l—&z) © sind im Einheits- 


Ber eee 3 aca 
ds kreis sicher konvergent. Um beim Ausdruck (z + vi are ebenfalls Konvergenz im 


8. 3 
Kinheitskreis zu erreichen, formt man den Ausdruck am besten in2 2 (5 + 1) BRR ao 


Der binomische Lehrsatz ergibt ee Reihenentwicklungen: 


(1 — 2?) =1+je+sa 18 ek Jee 
aoe agave 3 
ec b—tes 8 mee / 
(Ike) Po1tghet+ geet eet... O<k<1; ff<1. 


= ae Nach der Multiplikation und Integration (die erlaubt ist, da die Reihen konvergente 
— Potenzreihen sind) erhalt man fiir w (z) eine Potenzreihe der Form w = = a, 2’, deren 


a weitere LE im Abschn. V besprochen werden soll.- 

a S b) Sonderfall IT: Beliebiges Potential, aber ploiake Plattenbreite. 

a Fir den Sonderfall, daB die Platten gleich breit sind, erhalt man in der w-Ebene 
‘ ein Rechteck. Das Integral (2) nimmt dann die foleende Form an: 


oS w= o| = A (3) 
a V(@ + 1) (@ + 2) (1—#) (1 — ke) 

Dieses Integral ist bekanntlich vom elliptischen Typ und laBt sich geschlossen _ 
: auswerten. Das Bild in der w-EKbene sieht so aus, wie Abb. 8 zeigt. Die das Potential 
ae und die Plattenabmessungen festlegenden Konstanten &, C und O’ kénnen hier (s. z. B.. 


Fall c) nach IT durch Festsetzen der Koordinaten der Punkte A, B, C und D einfacher 
2 als beim Fall a gewonnen werden, wobei jedoch stets AB =CD sein muB. Natiirlich _ 
— ist auch die Anwendung der Methode I mdglich. | : 


‘ Die Zuriickfiihrung des Integrals (3) auf die elliptischen Normalintegrale kann 
ie bekanntlich auf mehreren Wegen geschehen, die in der Literatur iiber elliptische 
Corn gentigend breit besprochen sind. Hs sollen nur zwei Wege angedeutet werden: 


= 
we 


itenden olin in belcbiger tags. 


eder man setzt (Integraltafel. von Grobner- orcertor Use) 


: 3 dz Rate is y — 089 V1 — Be sin’ g 


amo ease | Wepre es 5 es 
Vi e—net ner (e— —;) : Sn 
asin g + b It T% (ad — be) cos gag 
= > See a a pe 
wo esin g + d as ae” os (¢ sin p + d)? ap ae 
1 1 ia 
pees cen) 
| Ca = i ee ae ee 
E ye aise k 
k += $ 
4 ery 5 bee ear ae rah 1 fi 
3 ee - 1 € 
dea at o 
6=3(; 2) c? — d*); = op 
: 2 eel ) « Ve —- d?) (ce? — FB d?) : 
_ und erhalt Jy = reas (p, k), wo F das elliptische Normalintegra! erster Gattung be- os 
~ deutet. 2 
Oder man on das Polynom vierten Grades in zwei quadratische Faktoren 
(s. z. B. Krause, Elliptische Funktionen). Man erhalt so — iiber zwei Zwischenstufen = 


— letzten Endes wieder das Normalintegral erster Gattung, dessen Modul und 
Amplitude zu berechnen sind aus den in (3) enthaltenen GroéBen mit Hilfe von Be- 
ziehungen, die man im Laufe der Transformationen gewinnt. 


id 
-d+75 2B Zr+bt ; 
¥Y, 
-2 +2 P = are 
YF %, ; =I 
Abb. 8. Bee aS ie Abb. 9. i 


‘6 Sonderfall II: Gleichbreite Platten auf he eee eee ore 
Potential. . 


Noch einfacher werden die Rechnungen bei gleichbreiten Platten, die sich auf 
entgegengesetzt gleichem Potential befinden. Das Rechteck in der Potentialebene werde _ 


festgelegt, wie Abb. 9 zeigt. Das Potential der Platten ist dann ‘a, ihre Breite ist b. 


Die Drehpunkte auf der reellen Achse der z-Ebene werden — was wegen der symme-. : = 
trischen Lage des Rechteckes zum Ursprung der w- und z-Ebene moglich ist — wie ei 

1 : 1 a 

a folgt festgesetzt : ie Nea a bs 1 6 = EA, a Ss . 


Das Integral (3) erhalt dann folgende Form: 


: : dz 
= CQ’ 
wz) =C | ae — + 
e—yietn(e+z)(e— |) 
yer | 
dz 
Oe 
Aaa | 2) (1 — k? 2?) % 
Das ist das elliptische Normalintegral erster Gattung. 


oder 


und 


Die’ Methode IT liefert: . 
w=0; (daa VS 02 C.; 
we ba: 2=+1s = 2hOF C= err, 
wo K das vollstandige elliptische Normalintegral erster Gattung ist; 
w=G+bi; 2=4; a+ bi=kOF(Z,k) =kO(K +iK)); 
w=sa+bi; 2=—F; —G+bi=kO(-K+iK), 


wo K’ das vollstandige elliptische Normalintegral erster Cyan zu dem konjugierten _ 


Modul k' = 1 — F? ist. 


Aus diesen Gleichungen erhalt man: 


b 


a “e K 
ft ee a ae . aS ° 
Ca=-0) C= =e mit .C =kC; _ oder 


— x 
Es fehlt nun noch die Bestimmung von k (k’), das den Zahlenwert von K und os 
festlegt (K und K’ sind Funktionen von & allein). 


Bekanntlich (s. einschlagige Lehrbiicher tiber Ee der elle tischen Funktionen) 
gelten folgende Beziehungen: 


oI SI 


Ke bo 

oe =e a 
[2 lég(l+q@ig+...)# 

oR bie sec : 


2\3 
epee y [b+ 25 +9(F =) +50 (5) +. 
und in gleicher Weise fiir K’, wenn k durch k’ ersetzt wird. Mit diesen Formeln aus 
der Theorie der Jakobischen elliptischen Funktionen kann man aus einem bestimm- 


ten @ und 6 zunachst das & hieraus das i und k’ sowie die Werte von K und Kv be- 
a 


Seg 

5° . ’ 
Die eee von w = ad (2, b) ist 2 = es sn w. Diese Funktion liefert 
also das Feld zweier gleich breiter, auf entgegengesetzt gleichem Potential befindlicher 
Platten. Setzt man @ (Potential) = + K (durch geeignete Wahl des MaBstabes kann 
hierbei immer noch jede Volt- und Amperewindungszahl erfa8t werden) und setzt 
man gleichzeitig b = + K’, so erhalt man z=snw oder «+iy=sn(p+iy). 
Thomson bringt fiir seine schon eingangs erwahnte Behauptung folgenden Beweis 
(Handbuch; s. vorne): Fir die Platte, wo y = + K, erhalt man durch Anwendung 
des reellen Additionstheorems der Funktion sn: 

aah sn (K) en (4 p) dn (ty) + sn (4 yp) on(K) dn cS 
BAY 80 (Kee) 1 — k? sn? (K) sn? (i y) 

nun ist sn(K)=1, cen(K)=0 und 1—F* sn? (i p) = dn? (iy), sone folgt 
_on (4p) dn (4 ‘y) en (tp) 

dn? (ty) und da dn(iy)  dn(y, ky? ES ist oo eye dn (yp, k’) 
dn (p) ist eine periodische Funktion mit der Periode 2 K. Innerhalb des Intervalies K 
nimmt sie ihren kleinsten und gré&ten Wert einmal an. Fiir reelle Argumentwerte — 
ist die Funktion reell, daher 


sowie 


rechnen. Als 


weiter = 


u 1 yr a ae z 
Ere nee dn (K’, k') =k; 
fiir y = 0 erhaélt man x = +1 


fir y = K’ evhilt mania =e Anfang und Ende der Platten $ 


PS ay Oe kye ee | a ln i ae Er as oy ' sn aD) io, fatal 


IV. Die funktionentheoretische Formulierung des Schrittes IL. 


Um nun die in der x-Achse nebeneinanderliegenden Platten in die allgemeine Lage 
zu bringen, ist noch ein zweiter Schritt ndtig— eine Drehung um den Winkel (180 —,)°. 
Dies kann durch eine einfache Potenz erreicht werden. 


n 
Die Funktion w= //y bildet ja bekanntlich die obere Halbebene der u-Ebene 
auf einen Winkelraum = der v-Ebene ab. Sei P(w) =z die Umkehrfunktion der 


Funktion w = 0(z), so wird das Feld zweier Platten, die um den Winkel o, = =. 


gegeneinander geneigt sind, dargestellt durch: 


2=\Vz2 =P w) =2+19 = P@tia - Gen tiHwy =Vatiy. 
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Abb. 10. 


Durch geeignete Wahl von n kann daher jeder Winkel hergestellt werden. Ist n 
eroBer als 1, erfolgt also die Drehung im Uhrzeigersinn, so hat die Transfor- 
mation den Nachteil, da8 weitere Platten auftauchen; sei z. B. n = 4, so er- 
scheint auf der positiven y-Achse, auf der negativen x-Achse und auf der negativen 
y-Achse eine neue Platte; aber auch unter den Winkeln 135°, 225° und 315° zur posi- 
tiven 2-Achse erscheinen neue Platten, so da die neue Funktion das Feld von ins- 
gesamt acht Platten beschreibt und tiber den Raum auBerhalb des urspriinglichen 
Plattenpaares gar nichts aussagt. Um diesem Ubelstande abzuhelfen, d. h. um eine 
Losung fiir den AuSenraum zu erhalten, wahlt man zweckmaBig das n kleiner als 1h 
die Drehung erfolgt dann im Gegenuhrzeigersinn, wie die obenstehende Abb. 10 zeigt. 
Fir z = 2" gilt dann n’ = 2— w undo, =o, = wa. Allerdings liefert diese Lésung 
nicht das Feld im Innenraumr zwischen den Platten, da nach Uberschreitung der 
Linie mit dem Winkel o, zur positiven xz-Achse die Funktion auf ein anderes Blatt 
der Riemannschen Ebene gelangt. 


Um nun diese Rochnune mit P (w) Sistine mee ‘man “die Umkehrfunk 


zuerst bestimmen. Es ist aber nur o (z) als Reihe (in Spezialfallen als geschlossener | 
Ausdruck) gegeben. Isto (z) als geschlossener Ausdruck — elliptisches Normalintegral — 
erster Gattung — gegeben, so kann auch P (w) als geschlossener Ausdruck angegeben 
werden. Etwas umstandlicher und miihsamer ist die Gewinnung von P, wenn o — 


nur als Reihe vorliegt (s. folgenden Abschnitt). — Um die Rechnung einfacher zu 


gestalten, wird man in der Praxis natiirlich trachten, mit ganzzahligen Werten von n — ~ 


also mit den Winkeln 90, 60, 45 usw. Grad auszukommen. Prinzipiell ist jedoch — 
wie der folgende. ‘Alischnitt zeigt — auch die praktische Berechnung mit jedem ratio- 
nalen n-Wert méglich. 

Zum Ausziehen der Wurzel bietet sich wieder die binomische Reihe an; solange P 
noch aus zwei Gliedern (4 und H) besteht, scheint diese Methode noch einigen prakti- 
schen Erfolg zu besitzen; bestehen jedoch G und H selbst wieder aus Potenzreihen, 


so erscheint diese Methode praktisch nicht anwendbar. Es soll darum ein anderer — 


Weg beschritten werden. 


V. Die Gewinnung der Potential- und Stromfunktion als Funktionen der Koordinaten. 


Damit, daB man die Funktion z(w) kennt, ist die Potentialaufgabe_ noch nicht 
gelost ; man will ja die Funktionen (x, y) und y(z, y) oder besser x (gp, y) und 
y (vy, y) kennenlernen; letztere beiden Funktionen sind fiir die Anfertigung von 

Zeichnungen weitaus bequemer (man kann dann namlich die Kurven 9, yp = konst. 
sofort ohne Interpolation zeichnen). 

. Bei der Lésung dieser Aufgabe sind folzende zwei Falle zu unterscheiden: 


a) Allgemeiner Fall, o(z) als Potenzreihe gegeben. 
Ww = 0: (2) = a et ; 
In diesem Fall miissen die Potenzen (x + 7 y)/ mit Hilfe des binomischen Lehr- 


satzes berechnet werden. Man diirfte jedoch — infolge der raschen Konvergenz 
binomischer Reihen — mit den ersten vier Gliedern das Auslangen finden’ k6énnen. 
Man erhalt so: — 
p= Dba ys Y= ol. Gy a EL ee Ou ees (5) 
a 7,8 


g und y miissen nun nach (5) fiir etwa je 10 x- und 10 y-Werte berechnet werden. 
Dann bildet man oe pares in eine andere Tabelle die Umkehrfunktionen 
=G(y, y) und y = H (g, yp). Um sich hierbei 


Tivecpbleonen auf gleiche g- und y-Werte zu — 
——+-—— : —~—— ersparen oder zumindest um die Interpolations- 
\ 7 . . : 
E& arbeit einzuschranken, wird man trachten, nach 


Wahl des a-Wertes den y-Wert so zu wahlen, 


/ i daB man wieder auf einen g- (y-) Wert kommt, 
eae der schon einmal (mit einem anderen Wertepaar) | 
berechnet wurde. Man hatte dann z. B. — zu- 


mindest theoretisch — bei 10 x- und 10 y-Werten 

Abb. 11. nicht 100 p- (und y-) Werte, sondern nur 10 {in 

der Zeichnung fallen die y- und y-Punkte zusam- 

men; der Unterschied zwischen den beiden Karvenacharen besteht ja nur in der Art 


der Verbindung der Punkte des ,,Potentialpunkthaufens“), Zur besseren Ubersicht_ 
vor der Transformation des zweiten Schrittes ist es vielleicht empfehlenswert, die — 


durch den ersten Schritt erzeugte Abbildung graphisch darzustellen (s. Abb. 11). 
Hat man so den Wertevorrat von x = G@ (q, y), y =H (9, y) gefunden, so ver- 
lauft der weitere Weg wie unter b angegeben. . 


} 
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: 1 pet 0 (2) ee Pp (w) als geschlossene Ausdriicke Peco ten: 
“Sei z. B.z=snw. In diesem Fall (auf den sich die Fille 3b und 3¢ zuriickfiihren 


~ Jagsen) wendet man das Additionstheorem der Funktionen an, und zwar am besten 


das komplexe (’ bedeéutet, da8& die Funktion den konjugierten Modul besitzt). Man 


-erhalt: - 


sn pd n’ y ae — yen’ pdny 
N (9, ¥) N(y ¥) 

N (gy, y) = cn? yp + Bsn? y sn? y. 
Hier sind gleich @ (p, y) und H (p, p), also x (py, y) und y (y, y) gegeben. Infolge der 
Periodizitits- und Symmetrieeigenschaften der Jakobischen elliptischen Funktionen 


z2=x+iy =snw =sn(p+iz) = =G4-+1H, 
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f: k=G1, n= 
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Abb. 12. 


braucht. p ploB 1 von 0 bis K und y von 0 bis K’ laufen. Man kommt mit etwa je 
10 Werten aus (Abb. EP): 
Der Schritt zwei wird sowohl im Fall a als auch im Fall b in Polnrboominaten 
yorgenommen. 
Ks ist 


fiir n = 1 wird 


2 

t= =i ae okie r= Be os 

eee z=re?— /Re®; V a 

Yay =H; o = are tg —, 

wo 2 

R= /@ +H, 
~ @ =are tg G, 
dann ist schlieBlich an 


43 4% 45 ae 2 Ra a a ea 
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uch ung einer ruckse achtpanzerung bei unvollstandiger UmschlieBung. 211 
: Die Praxis hat gezeigt, daB es fiir die Zei¢hnung vorteilhafter und iibersichtlicher 
ist, wieder auf cartesische Koordinaten zuriickzurechnen. Man erhialt: 


a=rcos8; y=rsin #. 


Als Beispiel wurde in Abb. 12 das Potentialfeld zweier um 45° gegeneinander 
geneigter Platten gebracht. ; 


Fir z ergibt sich: : 


fir den Raum um den Ursprung Abb. 14. In Abb. 12 ist dasselbe Feld fiir n = 4 
dargestellt. ) 
Interessant wire es vielleicht noch, Grenzfalle, wie z. B. unendlich kleiner Winkel 


oder Transformation des Nullpunktes in den unendlich fernen Punkt, wobei die 


Platten parallel werden miifSten (und sich die Jakobische é-Funktion als Lésung 
ergeben miiBte), zu untersuchen. 


VI. Zusammenfassung. 


In der vorliegenden Arbeit wurde unter Verwendung des Schwarz-Christoffelschen 
Abbildungsverfahrens ein Lésungsvorschlag fiir das Feld zwischen zwei leitenden 
Ebenen in beliebiger Lage zueinander gemacht. Es erwies sich, daB das Feld gleich- 
breiter Platten auf beliebigem Potential durch eine elliptische Funktion dargestellt 
werden kann und dafi das Feldproblem von Platten beliebiger Abmessungen auf 
komplizierte Integrale fiihrt, die nur durgh eine etwas umstandliche Reihenentwick- 
lung und durch gliedweise Integration der Reihe zu reduzieren sind. — Der Verfasser 
dankt seinem verehrten Lehrer und Institutschef, Herrn Prof. Dr. H. Thirring, fiir 
die ihm zuteil gewordene weitgehendste Férderung, die das Zustandekommen der 
‘Arbeit erst erméglichte. Der Verfasser dankt weiters Herrn Prof. Dr. Gauster- 
Filek von der Technischen Hochschule fiir die Anregung des Problems und Fri. 
G. Hartl und Herrn W. Weigert fiir die Ausfiihrung von Zeichnungen und numeri- 


schen Rechnungen. 
‘ (Hingegangen am 13. September 1946.) 


_ Die Beanspruchung einer Druckschachtpanzerung 
bei unvollstindiger UmschlieBung. 
Von K. Girkmann, Wien. 


Mit 5 Textabbildungen. 


1. Einleitung. 


Die folgende Untersuchung befaft sich mit einem kreiszylindrischen Druckrohr, 
das in einem bergmannisch hergestellten Schacht verlegt und in einem, satt an den 
Fels anschlieBenden Betonkérper eingebettet ist: Abb. 1. Das Rohr wird aus einem 
zahplastischen Stahl erzeugt; seine Teilstiicke werden heute meist mit Hilfe von 
Werks- und BaustellenschweiBungen zusammengefiigt. 

Die Wandstarke der Rohre ist stets klein gegeniiber dem Rohrhalbmesser, und 
dieser ist stets klein gegeniiber der Rohrlinge. In der Praxis werden diese diinn- 
wandigen Rohre als freiliegend, aber unter Zugrundelegung teilweise erhéhter zu- 
lassiger Spannungen fiir einen Innendruck p, bemessen, der aus dem jeweils gréBten 


A 


: ey 
arp aie pas 


statischen Druck und aus einem entsprechenden, den dynamischen Ki luB der Be- 
triebsbelastung beriicksichtigenden Zuschlag gebildet wird. Indem man sich zuweilen 
mit einer verhaltnismabig geringeren, auf das freiliegende Rohr bezogenen Sicherheit 


gegen Erreichen der FlieBgrenze des Rohrwerkstoffes begnugt, setzt man voraus, daB | 


ein wesentlicher Anteil p, des Innendruckes p,; vom umschlieBenden Betonzylinder 
und vom Gebirge, die das Rohr an seiner Verformung behindern und dadurch zum 
Mittragen gezwungen werden, tibernommen wird. Die GroBe dieses Druckanteiles p, 


hangt vor allem vom elastischen Verhalten des Gebirges ab. Vereinzelt durchgefiihrte 5 
Dehnungsmessungen an Druckrohren lieBen erkennen, da unter gunstigen Verhalt- 


nissen mehr als die Halfte des einwirkenden Innendruckes an die Rohrumhitllung 
weitergeleitet wird. a ; 

Der fragliche RohrauBendruck p, kann unter bestimmten idealisierenden Voraus- 
setzungen und sofern das elastische Verhalten des Gebirges hinreichend genau er- 


Hohlraum 


Abb. 1. Querschnitt des Druckschachtes. Der Betonkérper Abb. 2. Unvollstandig umschlossenes 
schlieRt an den Fels und auch an das Rohr dicht an. Druckrohr. : 


mittelt worden ist, auch auf rechnerischem Wege bestimmt werden. Es sei hier auf 


die Arbeiten von Biichlit sowie von Miihlhofer? verwiesen, in welchen die inneren, 


Krafte des vom Rohr, Betonzylinder und Gebirge gebildeten Verbundkérpers bereits 


unter Beriicksichtigung des begrenzten Zugwiderstandes des Betons und des 


Gesteins bestimmt worden sind. z 


Nun sind die Voraussetzungen, die diesen Rechnungen zugrunde gelegt wurden, — 


nicht immer in hinreichendem Mae erfillt. Biich1i hat in seiner Abhandlung bereits 
verschiedene Abweichungen von den idealisierenden Voraussetzungen bzw. einige 


Zusatzwirkungen in Betracht gezogen und ihren EKinflu8 auf die Spannungsverhalt- 


nisse ermittelt. So wurde beispielsweise das Schwinden des Betons und anderseits 


eine Abkiihlung des’ Rohres gegeniiber dem Betonzylinder beriicksichtigt. Auch 


wurden die vom Innendruck p; verursachten Spannungen des Druckrohres fiir den 
Fall ermittelt, da sich der Beton beim Abbinden und Erharten vom Rohr geldst 
hat und ein Zwischenraum um das Rohr entstanden ist. Unter den getroffenen Voraus- 
setzungen ergaben sich in all diesen Fallen ebene, zur Rohrachse drehsymmetrische — 
Verzerrungszustande, deren Berechnung daher keine Schwierigkeiten bot; zugleich 
blieben die beziiglichen Zusatzspannungen meist gering. Von weit gréBerem KinfluB 


* J. Biichli: Zur Berechnung von Druckschiachten. Schweiz. Bauztg. 77, 61, 73, 88 (1921) 


o 


* L. Mihlhofer: Die Berechnung kreisférmiger Druckschachtprofile unter Zugrundelegung 


eines elastisch nachgiebigen Gebirges. Ztschr. Osterr. Ing.-u. Arch,-Ver. 18, 24—27, Heft 15, (1921). 
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_ sind aber einige Abweichungen von den Rechnungsvoraussetzungen, die eine Stoérung 


ete? ae 


a sp einer Druckschach panzerung bei unvollstandiger UmschlieBung. 213 


des rotationssymmetrischen Spannungs- und Verzerrungszustandes des 
Verbundkérpers verursachen, da sie zuweilen cine erhebliche 6rtliche Steigerung der 
Werkstoffanstrengung zur Folge haben. Dies gilt vor allem fiir Hohlraumbil- 
dungen zwischen Rohr und Betonumhiillung. thr Einflu8 wird im folgenden unter- 
sucht. 


2. Berechnungsgrundlagen. 
Bei der Herstellung des Stampfbetonzylinders sackt der noch feuchte Beton ein; 


im schrag liegenden Druckschacht lést er sich hierbei vom First des Stollens und vom 
Unterteil des Rohres ab. Angenommen, der entstandene Hohlraum zwischen Rohr | 


und Betonzylinder sei nicht durch Auspressen mit fliissigem Zementméortel geschlossen 
worden und das im Bereich (Abb. 2) y = 0 bis + « satt vom Beton umschlossene 
Rohr liege im Bereich y = + (« bis z) vollkommen frei. Dieser Hohlraum erstrecke 


sich in Richtung der Rohrachse iiber eine Linge, die ein Vielfaches seiner Breite 


betrage. Wir nehmen fiir die Rechnung an, der Hohlraum sei wie das Rohr und der 
umgebende Betonzylinder unendlich lang; das Gebirge bilde einen allseits unendlich 
ausgedehnten Kérper. Das Rohr soll einen genau kreisférmigen Querschnitt besitzen, 
Wandstarke 6 und Halbmesser a desselben seien konstant. Das Rohr werde einem 
konstanten Innendruck p; unterworfen. Der Verbundkorper befindet sich dann in 
einem ebenen Verzerrungszustande; seine Punkte sollen keine Verschiebungen in 
Richtung der Rohrachse ausfiihren kénnen. Im Rohr treten dann in der Langs- 
richtung wirkende Normalspannungen o, auf, die gleich sind den w-fachen Normal- 
spannungen o, der Umfangsrichtung; uw bedeutet hierbei die Querdehnungszahl des 
Rohrwerkstoffes. Alle Teile des Verbundkérpers — Rohr, Betonzylinder, Gebirge — 
sollen innerhalb der in Frage kommenden Anstrengungsgrenzen dem Hookeschen 
Elastizitatsgesetz gehorchen. : 

Vom einwirkenden Rohrinnendruck p,; wird nun im Bereich y = 0 bis + a der 
mit g veranderliche Anteil p, auf den Betonzylinder tibertragen. Das Rohr hat dort 
blo8 den Druckanteil ; 

P (~) = Pi— Pa (1) 
aufzunehmen. Es wird nun die Annahme getroffen, daB der AuBendruck p, des Rohres 
an jeder Stelle verhaltnisgleich ist der am selben Orte auftretenden Radialverschiebung 
w des Punktes der Rohrmittelflache: 


Pa = kw. (2) 


‘Die Verschiebungen w werden nach auBen positiv -gezahlt; die Konstante & stellt die 


, Bettungsziffer“ dar. Es sei hervorgehoben, daB die Anwendung der Bettungszifter- 
methode hier insofern begriindet ist, als in dem das Rohr umhiillenden Betonkérper 
und auch in der Gesteinshiille Zugrisse entstehen werden, die vorwiegend radial ver- 


laufen miissen. Die Eindriickung w an beliebiger Stelle der inneren Leibung der Beton- 


hiille wird dann hauptsachlich von dem am gleichen Orte wirksamen AuBendruck p, 
abhangen. : 

Das Rohr iibertragt im vorliegenden Falle auch tangential gerichtete Krafte 
auf den Betonzylinder. Denn die Rohrpunkte verschieben sich in tangentialer Richtung 
und zufolge der Haftung und der Reibung werden die dem Rohr benachbarten Rand- 
punkte des Betonkérpers, die bloB geringe Verschiebungen anstreben, zur Ausfiihrung 
der gleichen Verschiebungen gezwungen. Diesem Zwang entspringen die Tangential- 
krafte ¢, die allerdings nur eine beschrankte Gré8e erreichen kénnen, die duBerstenfalls 
gleich ist der Haftfestigkeit ‘des Betons am Stahlrohr, vermehrt um die Reibungs- 
kraft @ pa; o bedeutet den Reibungsbeiwert. Wir setzen fiir die Rechnung zunachst 


_K. Girkmann: . 
voraus, daB diese moglichen Héchstwerte der Krafte ¢ von den Rechnungswerten 
nicht tiberschritten werden. 


Die Stiitzkrafte t des Rohres beeinflussen dessen Spannungszustand im giinstigen 
Sinne. Ihre scharfere Berechnung ist aber schon wegen der durch RiBbildungen ver- 
ursachten Anisotropie des Hiillkérpers nicht moglich. Es ist nun naheliegend, auch 
hier die Bettungsziffermethode heranzuziehen und anzunehmen, die tangentialen 
Stiitzkrafte t des Rohres seien an jeder Stelle verhaltnisgleich der am gleichen Orte 
zustande kommenden Tangentialverschiebung v des See 


= hp 33) 


k bedeutet hierbei wieder eine Bettungsziffer. Die Verschiebungen v werden im Sinne 
wachsender y positiv gezihlt. Der Ansatz (3) entspricht der Symmetriebedingung 
i Omega 20'- ey v wird dort Null. Die Bettungsziffer & kénnte im giinstigsten 
Falle die GréBe der Bettungsziffer k von Gl. (2) erreichen: 

Betrachten wir, namlich eine unendlich ausgedehnte 
Scheibe mit einem kreisférmigen Loch, an dessen Wandung 
einmal gleichmaBig verteilte radiale Driicke p,, das andere 
“Mal gleichmafig verteilte, gleichsinnig wirkende Tagen- 
tialkrafte ¢ angreifen, so sind, wie sich leicht zeigen lat, 

die Radialverschiebungen w der Lochwandpunkte zufolge 
der Krafte p, gleich den Tangentialverschiebungen-v dieser 
Punkte zufolge der Krafte ¢, falls p, = ¢ ist. Nun werden 
aber die Risse im Hiillkérper, die teils schon im lastfreien 
Zustande vorhanden sind, teils erst unter der Belastung 
eintreten, den Verformungswiderstand herabsetzen, 


Abb. 3. 


- und es wird daher & < k sein. Im Falle starker RiSbildung konnte sich k = 0 ergeben; 
dieser Fall wird praktisch auch eintreten, wenn die entstehenden Stiitzkrafte ¢ ihre 
moglichen Héchstwerte ortlich tiberschreiten und daher ein Gleiten des Rohres zu- 
stande kommt. In Anbetracht der Unsicherheit, die jeder zahlenmabigen Kinschatzung 
der Bettungsziffer k anhaftet, werden fiir k Grenzwerte eS und kmin in Rechnung 
gestellt. Auf Grund vorstehender Uberlegungen wird hierbei kmax = +k und kin = 0 
angenommen. Ks ist zu erwarten, da in dieser Weise eine Eingrenzung des wirklich — 
auftretenden Spannungszustandes erreicht werden kann. 


Die Falle k + 0 und & = 0 miissen getrennt behandelt werden. 


3. Behandlung des Falles k + 0. 

a) Rohrteil py =0 bis +a. 

In Abb. 3 ist ein Element dieses Rohrabschnittes dargestellt, an dem die auf die 
Kinheit der Rohrmittelfliche bezogenen Krafte p = p; — p, = p; —kw undt =kv 
angreifen. Langs der Schnitte » und » + dp werden vom umgebenden Rohrwerkstoft 
aut das Klement die Normalkrafte », und ng + dng, die Querkrafte g, und do te 
und die Biegungsmomente m, und m, nek dmg ‘bose getibt. An den Schnittflachen # und 
x + dx greifen die Norma lieratee nm, und die Bicsungemoniene m, an; alle Schnitt- 
groBen n, g, m sind auf die Einheit der Schnittlinge bezogen isd in Abb. 3 mit 
positivem Wirkungssinn abgetragen. GemiB den getroffenen Voraussetzungen gelten 
die Beziehungen 

Re = hb Ne, Mg = My.”. 


Wir schreiben nun die Gleichgewichtsbedingungen fiir das Scheletoferenteen 


Se er ae ea ae 


und mit (3) folgt hieraus 


i, Ca EE ef 


Aus (4b) folgt 


uch ung einer Ducks panzerung Eh: une eee ‘UmscblieBung, 915 


re Die Pray fiir das Gisinhcewioht gegen Verschieben in eee der Ringtangente 


lautet mit Bezug auf Abb. 3: 
dn deta de = 00 = 


dp =dtkav. (4) 


Das Glemhaewicht gegen Verschieben in Richtung der Ebchepponnsien erfordert das 
Bestehen der Beziehung 

 pady —dqy— ny dp = 0, 
die mit (1) und (2) geschrieben werden kann: 


ppa— kaw — —N, = 0. (5) 


dp 
Die Bedingung fiir Fee Gleichgewicht gegen Drehen um die durch den Elementmittel- 
er gehende Erzeugende ieutet 


damp ey 
dp Yo ‘ 
oder ae 
¥ Bn dee (6) 


Die Beziehungen zwischen den SchnittgréBen n, und m, und den Verschiebungs- 


-komponenten w, v, w der Punkte der Rohrmittelfliche entnehmen wir dem Schrift- — 


tum. VoraussetzungsgemaB sind alle Verschiebungen u Null und es entfallen die 
Ableitungen nach x. Wir erhalten daher™ 


D [dv K dw . 
me =o lag te) tar(w tae) ) 
K a 
: has mo = Gx (0 + apt) (8) 
thee E6é E38 
Bye a) ®) 


die ,Dehnsteifigkeit“ bzw. die ,, Biegesteifigkeit‘‘ des Rohres bedeuten: 


Mit Hilfe von (6) eliminieren wir die Querkraft ¢g, aus den Beziehungen (4) und (5); 
mit Beniitzung von (7) und (8) entsteht so 


dno re ae dmg T. =e 
* SSghespear +kav | (4a) 
und hieraus folgt ¥, ; 
: v =2 (4-742) (4b) 
ka \ ay a dp |} 
Aus (5) ergibt sich 
1 d? mp (5a) 
Ng = p,a—kaw—— dy? ) 
und mit (8) entsteht hieraus 
; K (d?w d’w 5b 
Ng =ppa— kaw——, tee digs ; (5b) 


oe dex sc (a5 1 | 


dp” Fa \ dy? a de 
und mit (8) und (5b) erhalt man aes 
dv 1 [K (dw ae 10 
ap = lat (art Aus ‘ge i ip ie) (10) 


3 §. z. B.: K. Girkmann: Flichentragwerke, S. 389, Gl. (966/2) u und (966/6). Wien, Springer- 
Verlag. 1946. 


Diesen Ausdruck fiihren wir in (7) ein: 0: STNG NS aaa Ah 


D 
a 


Ota atk \ 49° & ap* 


Dieses Ergebnis gleichgesetzt dem Ausdruck (5b) fiir ny, entsteht nach Zusammen- 


ke { d® dt mt k dw K. | d? . ae 
(Gr +2 Gee + aee) eae 8 oe ae 


- 


fassen und Ordnen der Glieder die Differentialgleichung fiir die Radialverschiebungen w 


~ der Punkte’der Rohrmittelflache im Bereiche y = 0 bis + «: ne? 


d>w ° ka? \ dw 2h? ka*\ d*w 
Sart (2 Faget (Ea a 
ka? a D> kat a kas 12 
| amis 5 (1 + K 50 ee —Pi DK: = ) 
Die vollstandige Losung der Gl. (12) setzen wir zusammen aus dem partikularen 
Integral eae Nee . 
O=K+kat+aD (13) 


und aus der Lésung w’’ der homogenen Differentialgleichung. Zur Ermittlung der 
letzteren bilden wir den Ansatz 


vt 29 
Wie Aes 
mit dem die homogene Differentialgleichung in die charakteristische Gleichung 


ot 6 (ol (a ee En a 


iibergeht. Nach Ermittlung der sechs Wurzeln z, bis 2, erhalten wir als allgemeine 
Lésung der homogenen Differentialgleichung 


ii = Ae = ee 
n 


Nun ergeben sich fiir den vorliegenden Anwendungsfall die Wurzeln z, der Gl. (14) 


in der Form | a . 

Beha = (M1 +4 Me), 23,4 = + (Hi— the), %,.6 = + Us ; (15) 
wobei “4, 2, und mw; bestimmte reelle Zahlenwerte bedeuten. Unter Beachtung des 
Ergebnisses (13) kann somit die allgemeine Lésung w = w’ + w’’ der vellstandigen 
Differentialgleichung (12) geschrieben werden 

? ats 1 a 728 , 
w =e” (Aj’ sin wy p +A,’ cos wy) + € — (As’ sin wp + Ay’ Cos pup g) + 
Age Aye vs 
Die sechs Integrationskonstanten A,’, A,’, ..., A,’ sind aus den Randbedingungen zu 
ermitteln. : 


Nun muB w eine gerade Funktion von sein; da in g = 0 keine Unstetigkeit 
bestehen kann, gelten daher die Beziehungen 


A,’ =—A,',. A, =A,', A, =A,’ * (17) 
Damit erhalten wir aus (16) 


w= 2 (A,’ Sin wy Pp sin Wy p +. Ay’ Gof fy Y COS My Y) + 2 As’ Cof ws yp + 


U3 P , » 
+ Kha $aD™ eae 


: ; 


> 


‘ 
; 


pi a — 
Baas eae STR Se hate (16a) 


Um das Rechnen mit grofen Zahlen zu vermeiden (fiir den vorliegenden Anwendungs- 
fall ist 4, ~ 7 und die Hyperbelfunktionen erreichen gegen y = « hin groBe Werte) 


? 


werden A,’ und A,’ mit Gof u,« zu neuen Konstanten A, und A, zusammengefaBt: — 


es ist dann 


w=e 


es 


ap 
Bw 
d4w 

=€ 


ae. ee were Pe ee ev eT ee ee mr 
Saha! 
eS 
| 


— by (& — 


A, = aay Pa oa Sit wa + Ay'e"’; 
oe SS A Gila, a As! eo 


? 


os RLS NO lrg 3S em ah — Olae cep): 
Cofmye ~ gina = Cofwoe — ° 
Mit dieser oe Vereinfachung und mit Einfiihrung von A, = 2.4,’ folgt aus (16a): 
” (Az sin 11, 9 + Ay 008 ftp 9) + As Gof te 9 ta (18) 
Aus eae oe wir die Ableitungen von w: 
— hy (a — ' : ri 
Me (ey SIM fp Y + Mg COS Ma Y) + Ay (4 COS fy P — fly SiN Wg Y)] + 
+ os As Sin us -, 
— hy («— 9) : 
; {4, [(u® — Mg?) Sin a P + 2 fy My COS My ] + 
+ Ag [(ua® — Ms?) COS Me YP — 2 My My SIN My Y]} + Ms? As Cof Ms ¢, 
— by ( — @) ‘ 
{Ay [ur (ux® — 3 tag) Sin fla Y — My (Ma? — 3 fy?) COS Mg P] + 
+ Ag [ey (us? — 3 M43") COS fa P + Me (Me? — 3 fy”) sin Ue p]} + 
a bs® A; Sin us 9, (19) 
mh alee 
{Ay [at — 6 a2 ug? + ws!) sin pea y + 4 pp (12 —Hs?) 008 42.9] + 
+ Ag [(uyt— 6 uy? ue? + My") COS My Pp — 4 My Me (My? — 2”) SIN MP ]} + 
+ us' A; Gof us 9, * . 
— Hy (@— @) 


{Ay [(uxt — 10 we? oo? +5 fot) oy Sin Me P+ (5 y+ — 10 wy? e+ 
T Hat) Ma COS Me P] > As [(ur* — 10 pay? fa? 1 5 fp!) fy COS Uy P — 
— (5 yt — 10 py? Wg? + fe") Mg Sin fg P]} + fs As Sin us -. 


Durch Integration der Gl. (10) erhalten wir 


WS atk : 
ya as ae (20) 


Nun ist w eine gerade Funktion von g und in g = 0 miissen alle ungeraden Ab- 


a: 


F 


v= — 


_leitungen von w Null sein; da dort auch v = 0 ist, gilt somit 


A, = 0. | (21) 


_Fihren wir in (20) fiir die Ableitungen von w die Ausdriicke (19) ee so entsteht 
K — Hy («— 9) ; 
1% (A: & 5 (a + y?)® — pag? (6 + 10 py? — 5 sy?) + = 


fy SID fg P + 
+(0 — pea?)? + py? (6 — 10 pw? + 5 py?) + 


— hy (#—9) 


sr 
+ Az,e (a + fy?)? — ws? (6 + 10 yy? — 5 u,?) + SE) 11008 4s 9 — 
—| (1— p?)? + py? (6 — 10 pag? + 5 yy?) + a 


+A; @ + ps?) + or) e Hs Sit fs 9}. (20a) 


ia sin tp @ | + 


Aus (5b) ermitteln wir noch die Ringkraft n,; fiir die Verschiebungen w und ihre 
- Ableitungen die Ausdriicke (18) und (19) eingesetzt, entsteht 
Tngenieur- -Archiy II, 3. st 45 


c) 
2 ua conss | + 


= ae ' ER ee : Serndyet Saree erga a 
hy = —3{A eae "(at — 6 ay? a? + Mat + ba? — be" +54) SIN fly P 
te 4 fy fe (ts? — Ma? + $) COS fg e|+ 


ss —n,(@—9) {| ) ath 
Bs Agen. Tut — 6 puta? + da! b fa — be 4 a COS Me P — 
: ae — 4 py fy (Wy? — fe? + 4) SiN My 7] ae 


41 K 2D ~! Pees 
+ As jes Y + fs") + Cof Hs O} + PR ak aD" . (22) 


ake b) Rohrteil: g = +(o bis 2). . 
ss Fir diesen Rohrabschnitt ist k =k = 0 und die Rohrbelastung Pp besitzt die 
GréBe p = p;. Die eee era oes lautet dann 


a + et? = 050 | 3 (23) 


a 
ei sie besitzt die werent Gleichung 
2 Dzt gai 

die je zwei Wurzeln + 7, —i und 0 liefert. Die. allgemeine Lésung der Gl. (23) banat : 
--——» ~daher in der Form angeschrieben werden: 
re w = B,sing + B,gysing + B,cosy + B,ycosp + B; + Beg. 
es Hinsichtlich g =a besteht Symmetrie und an dieser Stelle m miissen daher alle 


ungeraden Ableitungen von w verschwinden. Auf Grund dieser Bedingung miissen 
die Integrationskonstanten B den folgenden Beziehungen geniigen: 


re sae ; B, +2 B, == Oy Psy sy = 0. 
i Damit kann die Lésung fiir die Biegeflache geschrieben werden 
8 eg : w= By (1 Z) snot Bowe + Be a ‘ (24) 


Die zugehorigen. Ableitungen lauten : 


oe Se (1-4 cos p —+ sin o|—By sin g, 
ee ces | Bit 
tae a = — B, (1 —2) sin y + =: cos o]—B; COS @, . (25)! 
ies a i ‘ 
a Sr = — B,|(1 2) 008 p —2 sin p| + By sin Q. 


Den Ausdruck fiir n, beschaffen wir uns unmittelbar aus (5b); mit k = 0 wird 


EK (@w d4w 
ue BASES ae (ae age tape) 
ace unter Beachtung der aus (24) one Berchung , 
d*w 
i +2 +w= B, ; ? 
= “ entsteht weiterhin ae ca dw 
q eB (083) oy 
4 Die Tangentialverschiebung v ermitteln wir sodann aus (7): mit (26) folgt 
a dv a K ; 
a und mit (24) und (25) ergibt sich weiterhin re 
2" a : 
: i dv YP 3 ; Tat - = 
4 = —B (1-2) sin y — B; cos »y —-B, (1 + ap) + 2S. 


EPs! 


Die Tteieation liefert 


| » = B, |(1—£) cos 9 + = sin g| —Bysiny + [2 ae Ello + B 


Die Integrationskonstante B, ist aus der Bedingung v = 0 in y = zu berechnen; 
unter gleichzeitiger Beachtung von 


K 62 
Da ea eee CP a 
folgt schlieBlich é a* D 12a? 


v= 2B, (2 -) COs + sin y — B,sing + (2, 25") (7—~y). (27) 


c) Aufstellung der Randbedingungen. 


In g = + & stoBen die elastischen Flachen der beiden, unter a) und b) getrennt 
behandelten Rohrteile zusammen und miissen dort stetig aneinanderschlieBen. Kenn- 
zeichnen wir die aus den Gl. (18), (19), (20a) und (22) mit g = a sich ergebenden 
Randwerte der Verschiebungskomponenten, ihrer Ableitungen sowie der Schnitt- 
gréBen des enero Rohrteiles durch den Zeiger Eins, die fiir den gleichen Ort aus 


‘den Gl. (24) = (27) folgenden Randwerte der beziiglichen GréBen des unteren Rohr- — 


teiles durch den Zeiger Zwei, so lassen sich die Ubergangsbedingungen wie folgt an- 
schreiben: 


dw, dW, > d2w dw 
W, = Wg, [9 - : Mo. = Mp9 (also auch —— = fs) 
a d e, P, 2 2 2. 2 
on eher , e as (28) 
Ee 1 h Bw, Bw, 
Io, 1 = JIe,2 \also auc “dg? = dg? Ney 1 pes Op Me: 


Diese sechs Gleichungen, aus welchen die sechs Integrationskonstanten 4,, A, und A, 
sowie B,, B,; und B; zu berechnen sind, stellen aber ein sehr fehlerempfindliches 
System dar. Eine sehr wesentliche Verbesserung wird nun erzielt, wenn man zunachst 
_die drei Konstanten B eliminiert, so daB nur drei Gleichungen mit den drei Unbe- 
-kannten A verbleiben. Zu diesem Zwecke ersetzen wir vorerst die Gl. (28) durch 
die folgenden gleichwertigen Beziehungen 


dw, Bw, => Bw, dw, dw, dw, dwe- 
dp aL dg ag Te Bee dg ° Wy oa dg? = We sir Ie dp dp’ (29) 3 
dw dw d*w d*w 
2 oe ie 5 aay aa ee arr Nor = Ng. (30) 


Und nun fiihren wir fiir die auf den rechten Gleichungsseiten stehenden Verschiebungen, 
- Verschiebungsableitungen LS SchnittgréBen des unteren Rohrteiles die beziiglichen, 
mit g = « aus den Gl. (24) + (27) folgenden Randwerte ein. Wir konnen dann die 
Konstanten B durch die auf den linken Gleichungsseiten verbliebenen Verschiebungs- 
und SchnittgréBen des oberen Rohrteiles ausdriicken: 


oes a ; 
d 1 d as 
B,; = maa (ap + 2 an «) ctg x — (2 +35) (31/2) 
By = w, + GE + otg a(S + 55+), (31/3) 


Die vorstehenden Ergebnisse in die Gl. (30) eingesetzt, eg wir die folgenden 


Bestimmungsgleichungen fiir die Konstanten A: 
=(o,—) + (wa) (w: 4 52) 4+ [1 + (a — a) tg a] 


= (a a) _ = 0, (32/1) 


[2 + + Sat|— 


dy 
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fo 


dw, Aine dw, | (x—a Bw, lag Ves Ss 8 : 
dy? TE ( ne a} “dp Gans ( sing Tooke a) dg? 0, ae (S2f 
K dw dw ree 53 


Fiihren wir fiir die Randwerte der GroSen des oberen Rohrteiles die beziiglichen, 3 


mit g = « aus den Gl. (18), (19), (20a) und (22) folgenden Ausdriicke in die. Gl. (32) 
ein, so erhalten wir die Bestimmungsgleichungen fiir die Konstanten A. Ihre Auf- 


stellung wird am besten erst mit den speziellen Zahlenwerten des jeweiligen Anwendungs- — 


falles erfolgen. Nach der Berechnung der Konstanten A werden die drei Konstanten B 
aus den Gl. (31) ermittelt, und damit sind wir in der Lage, den Spannungs- und Ver- ~ 
-zerrungszustand des Druckrohres zu bestimmen. 5 


4. Behandlung des Falles & =0. 


Die Differentialgleichung (12) lautet dann 
dw  . dw atk\ dw aoe 

i geet apt Ee) Se 
Die zugehérige charakteristische Gleichung ; 3 


A+2A+ (I + Fle= 


besitzt die Wurzeln 


wobei_ . Z02 = Mi thet, %,4=—Iy $2, % = od tea 0, (34) 
1 1 ; oy 

mn =V4(e—0, ta =| a (Ve +) (35) 
und : cas “ ; 
es Fe a = 

Ss Teas cree 3 = ee 


Damit lautet die Lésung der Differentialgleichung (33): 


- 


Cs’ sin fg p + Cy’ cos Up y) + Cs + Ce @. 


HP 
( 


w= er (Ce sin w2 y + O4’ cos yp) + os 


Nun muB8 w wieder eine gerade Funktion von 9 sein, und es gilt daher 


Cx toe Gis CF = CEs Cc. = 0. 


Um das Rechnen mit groBen Zahlen zu vermeiden, verfahren wir wie im Falle % + 0 


und gelangen damit zur Losungsform 


—hy (a— 


?) F : 3 
hagas (C1 sin W2 p + Cz cos uy p) + Cs; (37) 
die drei Integrationskonstanten werden wieder aus den Ubergangsbedingungen fiir 
gy = « zu berechnen sein. Aus (37) folgen die Ableitungen von w, die wir mit Be- 


-nttzung von (35), (36) schreiben kénnen: 


dw — Hy (4 —¢) ; “ON Seg s 
dp 2 (G1 (er Sin ta P + fg COS Ma Y) + Co (ft COS fg YP — My SIN My Y)], én 
dw — My (4— 9) : 
Gere [Cy (— sin Ma p + 2 fy fe COS fg P) — Oy (COS fla P + . 
+2 py fy Sin fy )], G8) 
Bw — Hy (4 — 9) ; ; ie 
dee” {Ci [— m4 (Vx + 2) sin we @ + fe (/% — 2) cos us g] oF 
+ Cy [— py (V% + 2) 608 fu  — fly (x —2) sin jig @]}. ; = 


Wir bendtigen noch die Ausdriicke fiir die Ringkraft n, und fiir die Tangential- — 


verschiebungen v. Aus (5b) erhalten wir unmittelbar — 7 


wd 8 K [ @w d*w | 
Np =p, a kaw—= (oe “aes ). 


Pre = 


+ 
‘ie ape 


i 4 <* 
— a ae ee a 


, 


a “Mit ‘Bentzung der a aus (37) 


" "A “ iF by Jeg 
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aoe ae zi 
d*w 
aan +25 ae +xw=x0, 


kann fiir m, geschrieben werden 


ge d? 
ne = pia — 25 (xC,—w—S2), | (39) 


Die Tangentialverschiebung v ermitteln wir aus (7): 


4 Lee s dw 
dg ~ D|"* a 0 + Fe}|—~. 


q Mit (39) folgt zunachst: 


und die Integration ergibt: 
K 
v =—|w dy + + (p.a—% x Cs) yg + C0). 


K 
C= ols 


_ Aus Symmetriegriinden mu8 v = 0 in p = 0 sein. Da w eine gerade Funktion von o 
_dst, die in g = 0 stetig verliuft, verschwindet | w dp in y = 0, und es muB daher 


C,=0 
sein. Fir w den Ausdruck (37) eingesetzt und die Integration Spe tUntt, entsteht 
schlieBlich _ 
1 : 
v= ae (41 SIN ly P — [lg COS fy Y) + 
+ Cy (My COS My P + Mz SIN fly P)p— Cy (1+ 

Fir den unteren Rohrteil gy = + (a + 2) gelten ae die entwickelten Be- 

ziehungen (24) + (27). 


Um die Konstanten des unteren Rohrteiles gleich iearoren zu kénnen, setzen 
wir die Ubergangsbedingungen (28) wie folgt an: 


— 


dw, aw, _ we. dw, dw, dw, 
dy dy? a a dg ’ dp pp dy : (41) 
y 1 Ne, » ; (42) 
d?w d?w dw dw d*w dad? w 
Wy, _ Paget? = WW, + Tae? Co oP = i re - dp? = rae (43) 


Hierbei kennzeichnen die Zeiger Eins bzw. Zwei wieder fiir y = « berechnete Rand-. 


werte von GrodBen des oberen bzw. unteren Rohrteiles. 
Fiihren wir in die erste der Gl. (41) wieder die aus (25) sich mit gy = « ergebenden 


Randwerte ie n oe von Ge und a —_; des unteren Rohrteiles ein, so erhalten wir 
: 2m aieg See + 2). as 
Mit Hilfe von (25) und mit Beniitzung von (44) folgt aus der zweiten Gl. (41) 
a= gee {— Bt + F [ee — a)otg « — 1) (Sr + Fe} (45) 
Wie aus den Gl. (26) and a zu ersehen ist, wird der Bedingung (42) mit 


e } Bs =x Cs (46) 
entsprochen. Mit Hilfe der Ergebnisse (44) + (46) und mit Beniitzung der Gl. (24) + (27) 


_ werden. die auf den rechten Seiten der Beziehungen (43) stehenden Randwerte des 
~-unteren Rohrteiles eliminiert. Wir erhalten so die Gleichungen 


loi te a4 


og Hg = [2 py fg C—O (C, COS fy p — Cz sin a y) + C5], fir yp = 0 bis + &, 


ja oe -—( Ep #4: \otga + KOs | 
oy d dw 
a ae =e oi “apt) + Un — a) ote P1) (Ge aS (47) 
<8, 


2 — 

to. 4 1 (S52 —eeo) +4 (Sat + ae) $5 
Fiihren wir nun in die Gl. (47) die mit » = « aus (37), (38) a (40) gebildeten Rand- 
werte des oberen Rohrteiles ein, so erhalten wir die Bestimmungsgleichungen fiir 
die Konstanten C,, C, und C;; nach deren Berechnung sind die Konstanten B,, Bs. 
und B, aus (44) + (46) zu ermitteln. Damit konnen die Verschiebungskomponenten 
und he SchnittgréBen des Rohres berechnet werden. Im besonderen*folgen die Radial- 
verschiebungen w des oberen Robrteiles aus der Gl. (37); nach ihrer Ermittlung 
werden die RohrauBendriicke p, = kw erhalten. Die Biegungsmomente werden 
aus (8) berechnet. Mit (37), (38) bzw. (24), (25) erhalt man se: 


Klee ee 
Mg =5(-z B, cos g + B), - fir p = + (a bis 2). 


a? 


5. Zahlenbeispiel. : 
Es sei a = 90cm, 6 = 2:°45cm, H = 2100000 kg/cm?, w = 0°3, k = 440 kg/cm, 


= 168° Lae 42 kg/cm?. | 


a 
Damit folgt aus (9): D = 5653840 kg/om, K — 2828100 kg om. 


Fall I: k = 220 kg/cm’. 
Die Gl. (14) lautet 
» & + 1°684816 zt + 10208-0674 22 — 8321°46375 = 0. 
Sie liefert die Wurzeln : 
21,9 = + (7:06383 + 7°15175 4), 25.4 = + (706383 — 7°151 75 4), 
25,6 = + 0°902774. . 
Es ist somit mu, = 7:06383, uy = 7°15175, ws = 0°902774. Mit yw = « = 158° er- 


geben die Gl. (18), (19), (20a) und (22) die folgenden Randwerte fiir den oberen 
Rohrteil: 


w, = 0°76577 A, + 0°64310 A, + 6:06908 A, + 0°03690531, 


“a = 9:99990 4, — 0°92353.4, + 5:40413 Ay, 
2 
“i = 63°39769 A, — 7802957 A, + 4:94630 A,, 
| | 
Gat = — 49838 43 A, — 1077-9741 4, + 440438 4, 
0, = — 0:00752727 A, — 00993880 A, — 10°81174 Ag, 


Ng,1 = 378°9218 A, — 448°0056 A, — 240370°383 A, + 2318°550 34. 
Diese Ergebnisse in die Gl. (32) eingesetzt, entstehen die Beziehungen = 
32°66664 A,— 84:10141 A, + 2093243 A, = 0:00893357, | 
8294688 A, — 221:17029 A, + 19°60235 4, = 0, 
76°14425 A, + 991°13282 A, — 24046°456 A, = 146°144966. 


ee they 
rg et 


Ns a hoe 
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j Ihre Auflésung ergibt 
3 A, = + 0:0661772, 
A, = + 0:0243881, 
) A; = — 0:00486284, 
und damit folgt aus den Gl. (31) 
B, = — 121°58597, 
B, = + 73°84635, 
BB; = + 7410966. 
Damit wurden berechnet: 
Aus (18) die Verschiebungen w 
des oberen Rohrteiles und weiterhin 
die radialen RohrauBendriicke p, = 
; = kus 
. aus (20) die Verschiebungen v und 
-weiterhin die tangentialen Stiitz- 
__ krafte t = kv, : 
; * aus (8) mit Hilfe von (18), (19) 
baw. (24), (25) die Momente m, des 
oberen bzw. unteren Rohrteiles, 
aus (22) bzw. (26) die Normal- 
krafte n, fiir die Orte »=0, « 
iG ie, al 
Die Ergebnisse sind in Abb. 4, 
rechte Halfte, abgetragen. 


Fall Il: k =0. 
Aus (36) folgt 
x = 10208°708 yi 2a 


- und damit aus (35) Abb. 4. Stiitzkrafte p, und t in kg/em*, Momente s 
! iy = 707242, fg = 714276. _ My in kg em/em, Normalkrafte ng in kg/cm. 7 a 
Nun wurden mit gp = « = 158° aus (37), (38) und (40) die Randwerte des oberen 
- Rohrteiles berechnet: 
w, = 0°74455 OC, + 0°66757 OC, + C;, 
aa = 10-03042 C, — 0°59637 Cy, 
1 _ 6665305 C, — 75°837 04 Cy. Ds ee 


st gat 
, 3 


he hg 


lt all 


—. oe 


dy? 


ae “= — 7030525 OC, — 1012°3234 C,, 3: 


v, = — 000492643 C, — 0:09937429 C, — 4'4959333 C, + 016592994. Soe E. 
Die Ergebnisse fiihren wir in die Gl. (47) ein. Die Konstante x C, = B, mit, Hilfe ey 
der ersten Gil. (47) eliminiert, lauten die zweite und dritte dieser Gleichungen: 
: --33-025330 CO, — 78:484766 C, = 0°189034 15, a 
83°609 730 C, — 209°554322 C, = 0. a 

_ Die Auflosung ergibt — ¢, — 0-110493, C, = 0044085; | 
weiterhin folgt OC, = 0°012848 45 . aa 
und damit schlieBlich aus (31) ~ ee 
B, = — 215°171345, B, = 130°693398, B,= 131°153 166. Se 


Nun konnten aus (37) die Verschiebungon + w der bunkie des oberen R ee 
weiterhin die RohrauBendriicke p, = & w berechnet werden. Aus den Gl. (48) wurden — 
die Momente m, beider Rohrteile ermittelt. Ferner wurden aus (39) und (26) die 
Ringkrafte n, fiir yg = 0, « und a bestimmt. 


Die Ergebnisse sind in Abb. 4, linke Halfte, abgetragen. 


Das gleiche Rohr wurde auch fir « = 170° fir die Falle k = 220 went und 
k=0 BU Sang eee Die Ergebnisse sind in Abb. 5 dargestellt. 

Zum Vergleich | betrachten wir noch 
das vom Beton allseits, ohne Hohlraum 
umschlossene Rohr. Seine Dehnung in | 
Richtung des Umfanges ist 
Me ae @ (Pi — Pa) 
DD ° 
und aus dieser folgen die nunmehr kon- 
stanten Radialverschiebungen 
a? (Pi Pa) 


D 
| Aus der Gleichsetzung mit w = fa aus, 


W = AE = 


(2) erhalt man zu p; = 42 sieiias und mit 
= 440 kg/cm? 


Pq = 16°24 kg/om’. 


spannung e 
ae eee PP) = 950 kg/em?, 


wahrend das Rohr vollkommen Seilopeng 
die Spannung 


op = PS = 1540 kg/om* 


erhielte. 


Die Zusatzspannungen, die nun bei 
Hohlraumbildungen auftreten, kénnen 
auch bei verhaltnismaBig schmalen Hohl- 
raumen ortlich erhebliche GréBe erreichen. 
Nachstehend sind mit Bezug auf Abb. 4 
und 5 die gréSten Randspannungen 


Abb. 5. Stiitzkrifte , und tin kg/em*, Momente 
my, in kg cm/em, Normalkrafte np in kg/cm. 


nN, 


C=) 6 =e und o” === 6 — aoe fiir die Orte des gréBten positiven und 


negativen Moments ausgedriickt in Lalor zusammengestellt : 


a = 158° a = 170° 
k = 220 | &k=0 k = 220 | k=0 
o’ 2557 3258 1924 1977 oe 
o”’ 2567 3330 2538 2660 


2700 kg/em?. Im Falle « = 158°, 
Nach der 


Der verwendete Stahl besitze die FlieBgrenze op = 
k=0 wirde dann bereits Ortlich der Flie8zustand erreicht werden. 


Im Druckrohr entsteht hierbei die Ring- — : 


Cae 


tee Si 
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‘ ee My petliece der Se revanAcnichon Gestaltanderangsenercic tritt FlieBen ein, wenn die 


- Vergleichsspannung . : 
a : Oy mo /o,2 — Op On + on i wa 
_ gleich op wird. Mit o, =o, gilt somit fiir den FlieBbeginn | «A 


Gp = os JE — 2 pt = 0'89.0, aa 
oder ; —. 
. Op = 1:124 op = 3035 kg/cm?. 


Und dieser Wert wird im betrachteten Falle « = 158°, k = 0, tiberschritten. Unser om ee 


Rechnungsergebnis ist dann nicht mehr giiltig, da bereits wesentliche bleibende Form- Be 
anderungen zustande kommen. Die iibrigen Ergebnisse bleiben aber in Geltung, 7 
denn wir diirfen im Rahmen der Genauigkeit unserer Untersuchung annehmen, da’ =. 
der Rohrwerkstoff bis zur FlieBgrenze hin, also bis og = 3035 kg/em?, dem Hookeschen 


Gesetz gehorche. Es miissen allerdings noch die folgenden Bedingungen erfiillt sein: es 
; der RohrauBendruck p, darf sich nirgends negativ ergeben und er darf anderseits ia 
auch die Stauchgrenze des Betons nicht iibersteigen; auBerdeim diirfen im Falle der eee 
3 Beriicksichtigung der tangentialen Festhaltekrafte des Rohres die errechneten Krafte t — oa 
_ die méglichen Héchstwerte, gebildet aus Haftfestigkeit plus Reibungsbeitrag 0 p,, 
__nirgends tiberschreiten. Diesen Bedingungen wird in allen Fallen entsprochen. ae 


6. Zusammenfassung. ae 


; Die vorohende Untersuchung zeigt, daB Hohlraumbildungen zwischen Druckrohr 
und Betonhiille erhebliche Steigerungen der Anstrengung des Rohrwerkstoffes (und eZ 
auch des Betons) herbeifiihren kénnen, so daB vergleichsweise die GroBtspannungen : 
die Spannung des freiliegenden, durch den gleichen Innendruck belasteten Rohres 
wesentlich iiberschreiten. Allerdings treten diese hohen Anstrengungen hier nur <8 
értlich auf; eine unmittelbare Gefahr fiir den Bestand des Druckrohres kénnen sie iam 
| schon deshalb nicht bilden, weil ihre Gré8e durch das plastische Verhalten des Rohr- ea 
__werkstoffes begrenzt bleibt. ae 


Ferner ist zu ersehen, daB den tangentialen Festhaltekriften des Druckrohres 
bei gré8eren Hohlraumbreiten wesentliche Bedeutung zukommen kann, wahrend sie 
bei schmaleren Hohlraumen von geringerem Einflu8 sind. Bei breiterem Hohlraum “ 
wirde der Spannungszustand des Rohres viel zu ungiinstig errechnet werden, lieBe 3m 
man die tangentialen Stiitzkrafte auBer Betracht. Dies gilt allerdings nur so lange, es. 
: als die mdglichen Héchstwerte der Tangentialkrafte nicht tiberschritten werden. ee 
Sonst tritt ein Gleiten des Rohres ein und sein Spannungszustand geht praktisch in AL 
jenen iiber, den man mit & = 0 errechnen wiirde. Da Haftfestigkeit und Reibung ae 
aber immer mehr oder weniger plotzlich tiberwunden werden, treten hierbei An- E 
strengungen im Rohre auf, welche die mit & = 0 errechneten sogar noch iiberschreiten 


k6nnen. 
(Hingegangen am 16. September 1947.) 


Eine Erweiterung der Steifigkeitsmethode. 
Von L. Kirste, Wien. 
Mit 3 Textabbildungen. : : 
Das Beulen diinner Platten oder diinnwandiger Schalen fiihrt auf Stabilitats- 


untersuchungen, die mit Knickproblemen von Staben vieles gemein haben, doch 


ergeben schon die einfachsten Falle viel verwickeltere mathematische Zusammen- 
hange. Im folgenden soll nun gezeigt werden, da eine wichtige Gruppe solcher Beul- 


erscheinungen, namlich jene von Plattenstreifen, wie sie bei Polygonrohren und Falt-_ 


profilen vorkommen, die ‘nur in einer Richtung gedriickt und in dieser sehr lang 


sind, sich auf Knickprobleme von Staben zuriickfiihren lassen, die in besonderer 
Weise gestiitzt sind. Mit Hilfe der 


| |p Steifigkeitsmethode, deren Grund- 
My | LSD LEX von | lagen in, Heft 1/2 dieser Zeitschrift 
mitgeteilt worden sind, lassen sich 


ade Me =———_ 
ey a : 
(cos Weise die weitergeleiteten Steifig- 
keiten und die kritische Druck- 
: spannung ermitteln. : 

Der Stab AB (Abb. 1) sei auf zweifache Weise elastisch gestiitzt: Durch ritck- 
fiihrende Krafte, die der Ordinate der elastischen Linie und durch riickdrehende 
Momente, die ihrer Neigung proportional sind, also p- w [kg/cm] und m- w’ [kgem/cm]. 
Die Momentengleichung fiihrt nach zweimaliger Differentiation auf eine Differen- 


Abbe a ae 


- tialgleichung vierter Ordnung 


M,=M,—Asx +\pw (x — &) ag—|'m-w dx +Pw=—EJw", 
MM,” =p-w+(P—m):-w" =— EJ wl (1) 
mit der Lésung : ae 
w=Asino, x + Beoosa,x +C Gina, x + Dojo, « = T (w,) + F (a,), 
w’ =—o2:T.+07'°H; wVY=—+4+o,':T +0,°: FH. 
: Setzt man die trigonometrischen und hyperbolischen Teile gesondert gleich, so folet 
wo? o2 =—p/EJ und wof—o,? = (P—m)/EJ._ 
Die Randbedingung w = 0 fir x = 0 und x = b gibt 


D=—B, Asin g, + B (cos y, —Goj y,) + C Sing, = 0 mit 9,,. = b- @,. 
Nun sei vorlaufig in B gelenkige Lagerung angenommen, also w’’ = 0 fiir « = 0. 
Damit werden die Konstanten : 
B My, - 2 
und die Verdrehungswinkel in A und in B: 
M M 
D4 = = : DD und WR = a pec $3 
wobei ‘ eta 
7 6 Ps > Vay gs 3 
Dy= Oe + ox (re in | ) D, = Get oe (2 Stg v2, — —; tg yy) %: 


und ky =3HJ/b die Higensteifigkeit des Stabes bedeuten. Die Endneigungen er- 
scheinen also in derselben Form wie beim Stab -ohne Querstiitzung, fiir den p = 0 
und daher auch gy, = 0 zu setzen ist, wodurch D, und D, in die dort abgeleiteten 


_ Koeffizienten C, und O, tbergehen. 


P dann in verhaltnismaBig einfacher — 


_lung der weitergeleiteten Steifigkeit, der Momenten- 


Patek Ps em 
PPT Pa 


Ey elarona der xr Steilighsitamethiode 


Die eater in A ist ky = ky/D,; sie wird Null fiir D, = 9, also 
7: =x. Damit ist fiir den Fall beiderseits gelenkiger Lagerung die Stabilitatsgrenze 


erreicht; B, C und D verschwinden gegeniiber A und die elastische Linie wird eine - 


reine | Sed ees Es folgt daraus 


\ Ww = 4 sin ae 5 w' = See, wiv <= we, 
mt m2 
— EJ wr = p-w—(P—m) 05; Ui BI +p = +m. 


Fiir die Knicklast P ergibt sich ein Kleinstwert, wenn E J 22/b? = p+ b2/n?, also 


Op. == Y EJ/p wird. Ist die vorhandene Feldbreite 6 ein ganzzahliges Vielfaches 
davon oder gro gegeniiber b,,, so kann sich diese kritische Halbwellenlange tatsach- 
lich einstellen und es wird ; 


Poin = 2 EJ p + m. 

Wenn die Koeffizienten p und m der elastischen 
Stiitzung bekannt sind — wie dies beispielsweise bei 
Hallen-Wandstindern der Fall sein kann — so sind 
D, und D, berechenbar. Damit wird auch bei ein- 
gespannten oder durchlaufenden Staiben die Ermitt- 


verteilung oder der Stabilitaétsgrenze auf den Fall 
eines gewohnlichen Stabwerks zuriickgefiihrt. 

Die gefundenen Beziehungen lassen sich aber auch 
auf die diinne, rechteckige Platte anwenden, die man 
sich zu diesem Zweck in Langs- und Querstreifen 
zerleet denkt (Abb. 2). Biegt sich ein Querstreifen 
durch, so miissen sich die ihn stiitzenden Langsstreifen 
nicht nur verbiegen, sondern auch verdrehen, wenn 
der Zusammenhang gewahrt bleiben soll. Fiir den 
Querstreifen gelten dann dieselben Verhaltnisse wie fiir den vorhin betrachteten 
Stab mit zweifacher elastischer Querstiitzung. Allerdings ist die Stiitzung hier eine 
negative‘, da ja die Langsstreifen fiir sich allein friiher ausknicken wiirden, als im 


_ Verband mit den Querstreifen und daher auf die letzteren nicht riickfithrend, sondern 


auslenkend wirken. Ist deren Linge 6 gegeben und klein gegeniiber J, so wird sich, 
wenn in den Langsstreifen eine Axialspannung o, vorhanden ist, die .kritische Feld- 
lange einstellen kénnen und die Verformung in der Y-Richtung nach reinen | Sinus- 
Linien erfolgen. 
Die riickfiihrenden Krafte und Momente ergeben sich aus der penis ,,Platten- 
gleichung“ Et aw 
12 (1— p?) (5 ie sargg + Gye) + Gar $5 1 ar =—=0; 


in der unter Beriicksichtigung sinusférmiger Verformung in der Y-Richtung zu setzen ist 


aw Bos; otw nt , Pani 1 ue Oa 
2 ey? FeO wae ays oe da ay? 2 Oat ’ 
somit 
Et aw 2H x 2 BW ys, ee EB x? |= w =0 
Bi—w) oat | =~ 2(1— pw) 2) da? v1 —)P] P 


Man erkennt die Analogie mit der Gi. (1) fiir den elastisch gestiitzten Stab, wenn 


man schreibt Bet es | Pr Py “> (2) 

- =—(%—asq—5F) P 12(1—) | 

und A) ig a EE? , v1 — 93" (3) 
: P—m™ = Oy 12 (1— p*) 2? ir 12 (1 — p?) b2 . 


Einen besonders wichtigen Spezialfall bilden die aus Blech ge 


2 2 ; hd . . ° et ie 
p22 — 9 = eas Setzt man 1D i aS. -p = % 80 erscheinen die beiden Knick- 


winkel in der Form 


Normalerweise haben in allen Feldern ¢ und o, die 


auch die Knicklange J; also sind die fiir ein Feld gelten- 
den Knickwinkel 9,, vy. der Feldbreite direkt proportional. 


Nach der Steifigkeitsmethode hat man in einem Stabwerk fiir die weitergeleitete 
kek OC. boe 
Steifigkeit in B, wenn ky die AnschluBsteifigkeit in A ist: kp = G4 Gy und 


die Stabilitatsgrenze ist erreicht, wenn in irgend einem Knoten die Summe der Steifig- 


Abb. 3. 


keiten aller starr angeschlossenen Stabe gleich Null wird. SchlieBen nun zwei Platten-— 


streifen in der Kante B aneinander (Abb. 3), so hat man dort in analoger Weise, wenn 
die tiberstrichenen Werte fiir das Feld BC gelten und k, und kg die AnschluBsteifig- 
keiten sind: ko + Darky ky Deki 5 (4) 
Dg + Dg k 4/ko Dz + Ds: kolko SEs 5 
Die Argumente von D,, D; sind g, und y,; die von D,, D, sind b/b > p, und b/d: go. 
Zum Unterschied vom ,,Stabwerk“‘ treten beim ,,Faltwerk“ zwei verschiedene, aber 
zusammengehorige Knickwinkel auf. Eliminiert man J aus Gl. (2) und (3), so findet man 
EP z (a? + $17)? 
12(1—p*)b? 2 (¢2—9,?) ° 
GI. (4) liefert Wertepaare von ¢, und g,; daraus ist jenes auszuwahlen, mit dem o, 
ein Minimum wird. Sind die Kanten A und C gelenkig gehalten, so reduziert sich die 
Gl. (4) auf 
hy jk b b 
>i “+ a =0 somit Ctg p, —ctg py, + Cty (2F] — etg (22) = 0. 
Fir nicht zu extreme Werte von 6/b ist , von g. nahezu unabhangig und kann 
daher direkt berechnet werden. Den zugehérigen Wert von gy, erhalt man aus 


OS egy = a (P27 + 917) 2 = 9/8, 


OF 


: ay a VES ite 
somit 2 = ae 2 = Sea 
oy wpe PL = USS 
Man findet fiir 6/b = 0°5 Oe. 2-0 3°0 


Q, = 3°56 3°14 1-81 1-20 

%, = 616° 544 3°14 2:08 

l/b = 0°883 1:00 1°74 2°62 - 

oy = 4°64 3°62 1:19 0528 Bt 

o, = 1:16 0°904 0°298 0°132 \ “BB 

Sind mehrere Felder miteinander verbunden — was dem Fall des , durchlaufenden* 

Stabes entspricht —, so wird die strenge Rechnung umstandlich; man kommt aber 
zu einer sehr guten Naiherungslisung, die auf der ,,sicheren“ Seite liegt, wenn man 
die Bedingung itiberall gleicher Knicklange nicht beriicksichtigt und dafiir jene an- 
nimmt, durch welche die Knickspannung in jedem Feld, fiir sich betrachtet, zu einem 
Minimum wird, wie dies Franz Miiller getan hat. 


* Franz Miller: Kritische Last und Tragfahigkeit dimnwandiger Abkantprofile. Disser- 
tation Wien 1945, . 


stabe, die nur in der Y-Richtung beansprucht werden. Fir sie ist o, = 0 und | 


ba Oy ee OA ae 
Ce te ae eee 7 


gleichen Werte, zufolge der Kontinuitaét an den Kanten 


1 De tee 


a let tt i ll es PEet ay 


Tas) eS 


rua. 
- 


eM Pe ee ee ee a ee a ee o 


: 


in den Ausdruck fiir o, findet man jenes, das den Kleinstwert sae 


S eater hick man ein Einzelfeld mit den Eilaterengiaten k4 und kg, so ist das 
 Stabilitatskriterium 


ky + Dikp B 
ka + Dy + Dyk pl hy =0 oder ko + D = 0. (5) 
Lundquist and Stowell? haben gefunden, da8 sich die kritische Druck- a 
spannung in diesem Fall mit guter Naiherung als Funktion der Summe oder des Pro- Loe 


duktes von ky und kg ausdriicken lat, was nach Gl. (5) verstindlich erscheint. — 
Sind die Kanten gegen Verschieben gar nicht oder nur elastisch festgehalten, so er- 
geben sich — ahnlich wie beim Stabwerk mit verschiebbaren Knoten — bedeutend 
verwickeltere Verhaltnisse, auf die hier noch nicht eingegangen werden soll. Hin- 
gegen findet man bekannte Werte der kritischen Druckspannung wieder, wenn man ae 
fiir ky und k zg in Gl. (5) entweder Null oder oo einsetzt. 

Fiir die beiderseits ts gelagerte Platte ist k, = kz = 0; 


Dy co = Sep oa (28a. — er ctg py), woraus gy =z. a. 


Die pe pe gone liefert yp, = = a damit wird 
b= 6 si) ae 


=36155r, 3 a 


Bei einseitiger Einspannung ist ky = co, - = 0, also’ 


Sa ae D,=9; Sta vp, = 9, ctg oY: © “es 
Die Auflésung dieser Gleichung liefert Wertepaare fiir y, und y,; durch Hinsetzen 


1 - See ge — Gil: t= O19 0 a, 


Bei beiderseitiger Einspannung findet man in analoger Weise: ya 

Bb, == hp— co; (co + D,/D,.=— 0;- _ a 

1 = 406; g,—790; 1=0666; o, = 63140. a 
(Hingegangen am 9. September 1947.) 


Geometrische Optik bei Réntgenriickstrahlaufnahmen. _ oe 
Von F. Regler, Wien. ; a 
Mit 6 Textabbildungen. 7% 


I. Historischer Uberblick. 


Schon i in seinen ersten grundlegenden Veroffentlichungen aus den Jahren 1895/96 - 
betont W. C. Roéntgen die geradlinige Fortpflanzungsrichtung der Réntgenstrahlen 
sowie ihre Unbeeinflu8barkeit durch elektrische sowie magnetische Felder und weist 
auf die Ahnlichkeit der Eigenschaften zwischen Licht- und Rontgenstrahlen hin. 
Bestarkt wurde die Vorstellung von der Wesensgleichheit der beiden Strahlenarten 
durch MeBergebnisse iiber die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Rontgenstrahlen 
zu c = 3-10 emsec—,-die im Jahre 1902 von R. Blondlot und 1910 von E. Marx 
erhalten wurden. NaturgemaB fehlte es von Anfang an nicht an Versuchen, auch andere 
Erscheinungen an Rontgenstrahlen aufzufinden, die ihre Verwandtschaft mit den 


Hah 3 ye 
hale 


3 Lundquist and Stowell: Critical compressive stress for flat rectangular plates. NACA 
- Report No. 733. y 


- Lichtstrahlen nachweisen sollten. Insbesondere waren es Untersuchungen tiber die 


Reflexionsfahigkeit, die Brechbarkeit, die Polarisation und die Interferenzfahigkeit 
der Rontgenstrahlen, die von den Physikern der damaligen Zeit angestellt wurden, 
aber durchwegs zu negativen Ergebnissen fithrten. Daher schien es vorerst aussichts- 
los, eine Optik der Réntgenstrahlen ausbauen zu kénnen, da sich diese blob auf die 
geradlinige Fortpflanzung der Réntgenstrahlen, also auf die Erzeugung von Schatten- 
bildern mittels .Zentralprojektion erstrecken konnte, welche Eigenschaft sich die 
medizinische Diagnostik sofort nach der Entdeckung der Réntgenstrahlen zunutze 
machte. Auch fiir Werkstoffdurchstrahlungen wurde die Méglichkeit der Erzeugung 
von Réntgen-Schattenbildern von Réntgen selbst bei der historischen Untersuchung 
seines Jagdgewehres angewandt, und so wurden die Réntgenstrahlen lange vor ihrer 
physikalischen Erforschung der Praxis dienstbar gemacht. Wenngleich viele wichtige 


Erkenntnisse tiber die Wechselwirkung zwischen Rontgenstrahlen und Materie, wie 


beispielsweise tiber die Absorption der Roéntgenstrahlen oder tiber die Emission von 
Streu- sowie von Fluoreszenzstrahlung schon zu dieser Zeit gewonnen wurden, so — 
handelte es sich dabei stets um eine mehr oder weniger phinomenologische Be- — 
schreibung dieser Erscheinungsformen, ohne da ihre quantitativen Zusammenhinge 
erfaBt wurden. 2m 


Hier wurde‘erst Wandel geschaffen durch die geniale Entdeckung der Réntgen-_ 
strahlenbeugung am Raumgitter der Kristalle, die im Jahre 1912 M. v. Laue und 
seinen Mitarbeitern W. Friedrich und P. Knipping gelungen war. Die einfache 
Vorstellung tiber die Réntgenstrahlenbeugung und vor allem die Aufstellung einer 
einpragsamen, elementaren Formel fiir diesen Vorgang verdankt die Physik den ~ 
beiden Englandern W. H. und W. L. Bragg, die ihre im Anschlu8 an» die Unter- 
suchungen Laues angestellten Versuche und Uberlegungen in der sogenannten Bragg- 
schen Gleichung oder Beugungsbedingung fiir Réntgenstrahlen zusammenfaften, die 
bekanntlich lautet: n 2 = 2d-sind#. In dieser Formel bedeuten n die Ordnung des 


Beugungsbildes, also eine beliebige ganze Zahl, A die Wellenlange der Rontgenstrahlung, 
d den Netzebenenabstand der beugenden Netzebenenschar und # den Einfalls- bzw. | 
Austrittswinkel der Strahlung mit der Netzebene. Nach der Braggschen Darstellung 
kann man die Réntgenstrahlenbeugung am Kristallgitter als selektive Spiegelung der 
gebeugten Strahlung an der beugenden Netzebenenschar auffassen, da der einfallende 
und der gebeugte Strahl mit dem im Strahlenauftreffpunkt errichteten Netzebenenlot 
in einer Ebene liegen und der Einfallswinkel stets gleich dem Reflexionswinkel ist. — 
Da die Gitterkonstante, das ist der Abstand identischer Atome fiir einfache, regular 
kristallisierende Kérper, etwa fiir Steinsalz, aus dem Molekulargewicht, der Dichte 
und der Loschmidtschen Zahl leicht ausgerechnet werden kann, wodurch man auch 
die Abstande der einzelnen Netzebenenscharen erhalt, war nunmehr die Wellenlange 
der Rontgenstrahlen experimentell mefbar und wurde von der GréSenordnung 


10-8 cm gefunden. 


Mit Verbesserung der Versuchsbedingungen wurde es méglich, einerseits lang- 
wellige Rontgenstrahlen zu erzeugen und den Anschlu8 an das ultraviolette Gebiet 
der Optik zu finden, anderseits besonders kurzwellige Rontgenstrahlen zu erzeugen, 
deren Wellenlange der der y-Strahlung des Radiums entspricht. Ublicherweise nimmt 
man heute als langwellige Grenze des Réntgenspektrums gegen das Ultraviolett eine 
Wellenlange von 100 A an, wahrend das Réntgenspektrum auf der kurzwelligen Seite 
keine Grenze besitzt. ‘Réntgenstrahlung, deren Wellenlange gré8er ist als etwa 3 A, 
wird aber in Luft von Atmospharendruck schon sehr stark absorbiert, so daB man 
in der Praxis im allgemeinen nur mit einer Rontgenstrahlung experimentiert, deren 
Wellenlange kiirzer ist als 3 A. . 
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4 Wegen der Kiirze der Wellenlinge der Réntgenstrahlung muB im Réntgengebiet 
eine der optischen Spiegelung ahnliche Erscheinung fehlen, da die Rauheit jeder fiir 


die Spiegelung in Betracht kommenden Fliche stets von mindestens der gleichen 


GroBenordnung ist als die Wellenlange der Réntgenstrahlung selbst. Der Sachverhalt 
liegt also seit dem Jahre 1912 so, daf fiir die Roéntgenstrahlenbeugung natiirliche 
Beugungsgitter in der Form der Kristalle in beliebiger Menge zur Verfiigung stehen 
und dal sich die Beugungserscheinungen durch eine elementare Gleichung, namlich 
die Braggsche Gleichung, beschreiben lassen. Die Apparatur zur Roéntgenstrahlen- 
beugung ist denkbar einfach, da diese je nach Verwendungszweck und Bauart bloB 
einen Einkristall oder ein polykristallines Kristallkonglomerat als beugendes Medium, 
aber wegen des Fehlens von Réntgenlinsen keinerlei optische Teile auBer Spalt und 
Lochblendenkombinationen enthilt. Zum Nachweis der gebeugten Strahlung dienen 
entweder photographische Schichten, Fluoreszenzschirme oder Ionisationskammern 
bzw. Zahlrohrgerate. Grundsitzlich kann man die Spektralapparate mit Kristallen 
bekannter Struktur ausriisten und dann die spektrale Zusammensetzung der Rontgen- 
strahlung untersuchen oder aber mit definierter Rontgenstrahlung die unbekannte 
Kristallstruktur des beugenden Mediums ermitteln (Rontgenspektralanalyse bzw. 
Kristallstrukturanalyse). Nach dem geschilderten Sachverhalt erfolgt die Rontgen- 
strahleninterferenz auf relativ einfacher Grundlage. Anderseits gibt es aus den er- 
wahnten Griinden im Réntgengebiet keine der optischen Spiegelung aquivalente Er- 
scheinung. Die Brechung der Réntgenstrahlen wurde wegen der ganz geringfiigigen 
Abweichung des Brechungsindex vom Wert Eins erst verhaltnismaBig spat entdeckt 
und ist nur bei Prazisionsuntersuchungen von Bedeutung. Diese Tatsachen brachten 


-er mit sich, daf die Optik der Réntgenstrahlen stets gesondert von der Optik des 


Lichtes behanielt wurde, und daf insbesondere bloB die Wellenoptik der Roéntgen- 
strahlen eingehend untersucht wurde, wahrend der Strahlenoptik eine ganz unter- 


-geordnete Bedeutung zukam. 


ba 
. 


II. Optik der Réntgenstrahlen! 


Die Spektroskopie der Réntgenstrahlen fiihrte zu der Erkenntnis, da es im Gebiet 
der Rontgenstrahlen genau wie im Bereich des sichtbaren und ultravioletten Lichtes 
zwei verschiedene Arten von Réntgenspektren gibt, namlich ‘einerseits das konti- 
nuierliche oder Bremsspektrum, das dem weifen Licht der Optik entspricht, und 
das charakteristische oder Fluoreszenzspektrum. Letzteres besteht-.aus Serien von 


mehr oder minder intensiven Spektrallinien, die dem Bremsspektrum tiberlagert sind . 


und mit den aus der optischen Spektroskopie bekannten Serien (Balmer-Lymann- 
Paschen-Serie im Wasserstoffspektrum) verglichen werden kénnen. Die kiirzeste 
modgliche Wellenlange 2, des Bremsspektrums, der eine maximale Frequenz v9 ent- 
spricht, ist durch die Quantenbeziehung fiir den lichtelektrischen Effekt hv = e V 
festgelegt. Diese Beziehung ist die Grundlage fiir das Gesetz von Duane und Hunt, 


das nach Einsetzen der Zahlenwerte in die Gleichung fiir den lichtelektrischen Effekt 
12°39 


“und nach Beriicksichtigung der MaBsysteme lautet: a = at (A), in welcher Glei- 


chung /, in Angstrém und die Rontgenréhren.pannung in Kilovolt (kV) gemessen 
werden. Al gemein gilt also: 2): V = konst. Nach den Untersuchungen von Dauvillier 
besteht zwischen dem Intensitatsmaximum des Bremsspektrums mit der Wellenlange /,, 
und der Grenzwellenlange /, die Beziehung: A, =1°3 A). Durch Einsetzen erhalt man fiir 
das kontinuierliche Rontgenspektrum die Beziehung /,, ° V = konst., die dem Wienschen 
Verschiebungsgesetz der Optik /,,- 7’ = konst. aquivalent ist, wenn man die Rontgen- 


rohrenspannung V durch die absolute Temperatur 7’ des strahlenden Korpers ersetzt. 


Coon. See 


B. Regler: — 


Das charakteristische Rontgenspektrum ist im Gegensatz zum kontinuierlichen _ 
Rontgenspektrum von der Réntgenrdhrenspannung unabhangig und wie die optischen 
Spektralserien nur fiir das sie emittierende Element charakteristisch. Wie im optischen _ 
Spektrum, unterscheidet man verschiedene Spektralserien, deren kurzwelligste K-Serie, _ 
die langwelligeren L-, M-, N-, O- und P-Serie heiBen. Die Rontgenspektrallinien ent- 
stehen oder verschwinden niemals einzeln, sondern immer nur als ganze Serien oder 
Untergruppen von Serien, wobei Bedingung fiir die Entstehung von Serien die Uber- 
schreitung der ihnen entsprechenden Anregungsspannung ist, die wieder mit der 
Quantenbeziehung fiir den lichtelektrischen Effekt zusammenhangt. Charakteri- 
stische Rontgenspektren entstehen jedoch nicht nur bei direkter Anregung durch — 
Kathodenstrahlenbombardement, sondern auch bei indirekter oder Sekundaranregung, 
wenn ein Element in oder auBerhalb-der Rontgenrdhre von Réntgenstrahlen getroffen 
wird. Diese Fluoreszenzréntgenstrahlung besteht wieder aus den beschriebenen 
Spektralserien und ist nur fiir das emittierende Element charakteristisch, jedoch véllig 
unabhangig von der Wellenlange und Zusammensetzung der erregenden Strahlung. 
Bedingung ist bloB, da8 die anregende Strahlung mindestens etwas kurzwelliger ist 
als die kiirzeste Linie der angeregten Serie der Fluoreszenzstrahlung. In der Optik 
hat die zuletzt angefiihrte Bedingung zwischen der Wellenlange der angeregten und 
der anregenden Strahlung ihre Parallele in der bekannten Stokesschen Regel. Die 
charakteristische Rontgenstrahlung kommt dadurch zustande, da® aus einer inneren: 


Schale des Atoms ein Elektron durch eine Kathodenstrahlung oder durch ein Photon 


an die auBerste Grenze des Atoms geschleudert wird, wodurch dessen Energieinhalt 
vergréBert wird. Durch Quantensprung des Elektrons aus einer 4uBeren in eine — 
innere Schale wird der urspriingliche Energiezustand wiederhergestellt und die. 
freiwerdende Energie in Form von monochromatischer Réntgenstrahlung emittiert.. 
Da die inneren Schalen des Atoms voll besetzt sind, kann das Elektron nicht etwa aus 
der innersten auf eine weiter aufen liegende innere Schale gehoben werden (Pauli- 
Verbot), sondern ist eine tiefe Ionisierung nur méglich durch Ausschleuderung des — 
Elektrons an die 4uBerste Grenze des Atoms. Aus diesem Grunde gibt es im Réntgen- 
gebiet keine Absorptionslinien, sondern blo& Absorptionskanten, deren Frequenz 
gegeben ist durch die durch das Plancksche Wirkungsquantum dividierte Ionisierungs- 
arbeit der betreffenden Schale, der die Absorptionskante angehért. Daher gibt es 
fiir jede Spektralserie bzw. Untergruppe einer solchen nur eine Absorptionskante, 
deren Frequenz immer gréfer ist als die der kurzwelligsten Linie der entsprechenden 
Serie bzw. Untergruppe. Das Fehlen von Absorptionslinien und das bloBe Auftreten 
von Absorptionskanten im Roéntgengebiet bedeuten keine Aufhebung des Kirchhoff- 
schen Reziprozititsgesetzes der Optik, sondern sind blo8 durch die geringe Wahrschein- 


_ lichkeit bedingt, daB sich auf einer inneren Schale ein leerer Platz befindet. Genau 


wie im optischen Gebiet kann auch im Réntgengebiet Photonenenergie nicht akku- 
muliert werden und muB die Energie eines Photons zur Hebung eines Elektrons aus- 
reichen, weshalb ungentigende Photonenenergie nicht durch Erhéhung der Strahlen- 
intensitat ersetzt werden kann. 

Beim Vorgang der tiefen Ionisation eines Atoms bleibt stets ein Atomrumpf — 
zurtick, dessen hinausgeschleudertes Elektron weit hinausgehoben wird, so daB 
Roéntgenspektren immer in erster Naherung alkaliihnlich sind, wie schon von A. Landé 
festgestellt wurde. Entsprechend der Ahnlichkeit der Réntgenspektren mit den 
optischen Spektren gilt auch fiir sie das Kombinationsprinzip, wonach die Frequenz : 
einer Spektrallinie sich stets als die durch das Plancksche Wirkungsquantum geteilte 
Differenz der [onisierungsarbeiten der beiden Schalen, zwischen denen der Quanten- ~ 
sprung erfolgt, darstellen 148t. DaB im Réntgengebiet noch keine Erscheinungen 
gefunden wurden, die mit dem Stark-, Zeemann- oder Stern-Gerlach-Effekt der 
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Optik vergleichbar waren, ist auf die stark abschirmende Wirkung der Hiillenelektronen- 
bahnen auf die inneren Quantenbahnen zuriickzufiihren. 

Bekanntlich wird jeder von Réntgenstrahlen getroffene Kérper selbst wieder 
zur Quelle von Réntgenstrahlen, die in alle Richtungen des Raumes ausgesendet 
werden und gleiche Wellenlinge haben wie die auftreffende Strahlung. Diese nach 
ihrer Entstehung als klassisch gestreute Strahlung bekannte Streustrahlung, die erst 
die Interferenzfaihigkeit der Rontgenstrahlung erméglicht, hat ihr Analogon in der 
Optik im Tyndall-Effekt, also in der Streuung des Lichtes in triiben Medien. AuBer 
der klassisch gestreuten Strahlung gibt es im Rontgengebiet noch die sogenannte 
Compton-Streustrahlung mit lingerer Wellenlinge als die auftreffende Réntgen- 
strahlung, wobei die Wellenlinge der Compton-Strahlung vom Azimut abhingig ist. 
_ Die Compton-Strahlung ist dem Raman-Effekt der Optik vergleichbar, wobei letzterer 
jedoch durch Wechselwirkung der Strahlung mit dem getroffenen Molekiil entsteht, 
wahrend beim Compton-Effekt ein Lichtquant und ein freies Elektron in Beziehung 
treten. Die Compton-Strahlung ist im Gegensatz zur klassischen Streustrahlung 
stets inkoharent, weshalb man bei ihrer Entstehung ahnlich wie bei der Rayleigschen 
Streuung von Licht an Staubteilchen oder Gasmolekiilen ein Element der Ungeordnet- 
heit, namlich die zeitliche Veranderlichkeit der Phasen der Materiewellen, annehmen 
mu. Wegen der geringen Veranderung der atomaren Energie beim ZusammenschluB 
von Atomen zu Molekiilen hat die Veranderung der Hiillenelektronenbahnen auBer 
bei ganz leichten Elementen auf den Energiegehalt der inneren Schalen keinen nennens- 
werten Einflu8, wenn dieser auch durch Prazisionsmessungen meist nachweisbar ist. 
Die Réntgenspektren sind daher im weiten Mae vom Molekiilbau unabhangig. Aus 
dem gleichen Grunde gibt es im Réntgengebiet auch keine Absorptionsbanden, wie 
sie im optischen Gebiet, verursacht durch die Molekiilbildung, auftreten. 

Die klassische Streustrahlung, also die Streustrahlung ohne Wellenlangenanderung, 
entsteht durch die Anregung eines freien Elektrons zu Eigenschwingungen von gleicher 
Frequenz wie die Primarstrahlung. Da nur die auf die beobachtete Streustrahlrichtung 
senkrecht stehende Schwingungskomponente des Elektrons einen Beitrag zur Streu- 
strahlenenergie liefern kann, ist die Streustrahlung stets polarisiert, wie man durch 
nochmalige Streuung einfach nachweisen kann. Durch klassische Streuung gibt es 
also auch im Réntgengebiet eine dem optischen Polarisator und Analysator vergleich- 
- bare Vorrichtung. 

Haben die bisher angestellten Uberlegungen schon gezeigt, da zwischen Licht- 
und Rontgenstrahlen keine grundsatzlichen, sondern nur graduelle Unterschiede 
bestehen, so liefert die im Jahre 1919 von W.Stenstrém beobachtete und von 
P. P. Ewald sowie von C. G. Darwin im Jahre 1920 theoretisch geforderte Brechung 
der Roéntgenstrahlen die Vervollstandigung der Analogie der beiden verschiedenen 
Wellenlangenbereiche des Spektrums. Von W.Stenstrém wurde namlich durch 
Prazisionsmessungen gefunden, da8B durch Beugung ein- und derselben Strahlung 
an dem gleichen Kristall voneinander abweichende Wellenlangenwerte gefunden 
werden, wenn man die einzelnen Ordnungen des Spektrums auswertet, wobei die 
Wellenlange mit zunehmender Ordnungszahl der gebeugten Strahlung se kleiner 
wird. Der durch die Braggsche Gleichung bedingte Ausdruck = = 37 ist also 
nicht, wie gefordert, konstant, sondern nimmt mit zunehmendem n ab. Als Ursache 
fiir diese Erscheinung wurde von Stenstrém die Brechung der Réntgenstrahlen beim 
Ubergang von einem Medium in ein anderes angenommen. Diese Annahme wurde 
durch Versuche von Bergen Davis wesentlich gestiitzt, bei welchen durch Verkleinerung 
des Winkels zwischen Primarstrahl und Kristalloberflache auf weniger als 1° unter 
Beibehaltung der beugenden Netzebenenschar die normale Abweichung von der 
16 
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unkorrigierten Braggschen Gleichung um’ das 10- bis 100fache vergroBert wurde. 
Da die Abweichung von der Braggschen Gleichung demzufolge von dem Winkel ab- 
hangt, den der ein- bzw. austretende Strahl mit der Kristalloberflache einschlieBt, 
ist die Berechtigung erwiesen, die erwahnte Abweichung auf die Brechung der Rontgen- _ 
strahlen zurtickzufiihren. Da jedoch der Brechungsindex stets nur sehr wenig von 1 
verschieden ist — die GroBenordnung der Dispersion betragt etwa 10~* bis 10~* — 
ist die durch die. Brechung hervorgerufene Anderung der Strahlrichtung ebenfalls — 
nur gering, und es war daher erst die Ausbildung von Prazisionsmethoden der Rontgen- 
spektroskopie nétig, um den Effekt iiberhaupt nachweisen zu kénnen. Trotzdem 
-gelang es A. Larsson, M. Siegbahn und J. Waller, eine spektrale Zerlegung der 
Rontgenstrahlen durch ein Glasprisma durchzufiihren. In spateren Jahren wurden 
Prismen aus amorphen und kristallinen Kérpern mit gutem Erfolg zur spektralen ~ 
Zerlegung der Réntgenstrahlen verwendet. 

Entgegen dem Verhalten des optischen Lichtes erfolgt bei Réntgenstrahlen beim 
Ubergang aus dem Vakuum in ein Medium stets eine Brechung vom Lot, es erfolgt 
also im Medium gegeniiber dem Vakuum eine Wellenlangenzunahme. Die dadurch 
bedingte Totalreflexion der Roéntgenstrahlen beim Ubergang aus dem Vakuum in 
Materie fiir sehr spitze Auftreffiwinkel konnte experimentell von A. H. Compton 
nachgewiesen werden. Damit war auch die Moglichkeit der Rontgenstrahlenbeugung 
am optischen Strichgitter gegeben, wenn die Primarstrahlung den Trager des Gitters 
so streifend trifft, daB sie total reflektiert wird. Experimentell konnten Beugungs- 
spektren von Roéntgenstrahlen mittels optischer Strichgitter sowohl an Metall- als 
auch an Glasgittern erhalten werden, wobei die Ableitung der Beugungsbedingung ~ 
vollkommen den aus der Optik bekannten Uberlegungen entspricht. Die Zahl der 
Striche pro Millimeter schwankt dabei je nach dem Verwendungszweck zwischen 50 

“und 1200. Auf diese Weise ist es mdglich, absolute Wellenlangenmessungen der 
Rontgenstrahlen, die auf Langenmessungen zurtickzuftihren sind, auszuftihren. Die 
dabei erhaltene ausgezeichnete Ubereinstimmung mit den durch Kristallgitterbeugung 
erhaltenen Wellenlangenwerten — die Abweichungen sind von der GréSenordnung 
1 bis 2°/59 — ist in Anbetracht der experimentellen Schwierigkeiten ein neuerlicher 

' Beweis fiir die hohe Genauigkeit der Loschmidtschen Zahl, die der Berechnung der 
am Kristallgitter gebeugten Wellenlangen zugrunde liegt. Im Gebiet langwelliger 
Réntgenstrahlen lassen sich-absolute Wellenlangenmessungen auch durch Beugung _ 
am Spalt bzw. durch Fresnelsche Interferenzen erhalten. Die aus der Optik bekannte 
klassische Lorentzsche Dispersionsformel fiir den Zusammenhang zwischen der 
Dispersion des Lichtes und seiner Wellenlange gilt auch im Rontgengebiet, nur dak 
man die Eigenfrequenz der Elektronen gegen die hohe Frequenz der Réntgenstrahlen 
vernachlassigen kann. Ausgenommen das Gebiet der selektiven Absorption, 


also die Nahe der Absorptionskanten, ist nahezu konstant, und zwar gilt die Be- 

: ) 
ziehung: ys = 1°36+ 10-%+ 9, wenn man /in A rechnet und @ die Dichte des brechenden 
Mediums bedeutet. Der Brechungsexponent u = 1 — 0. 


III. Geometrische Optik der Réntgenstrahlen. 
Bekanntlich hat das Auflésungsvermégen der optischen Mikroskope eine Grenze_ 
fir Dingpunkte, die im Objekt etwa um es voneinander entfernt sind. Haben die 


Objekte eine periodische Struktur (Gitterstruktur), so treten Interferenzerscheinungen 
auf, die das Auflosungsvermégen der Mikroskope ebenfalls in der angegebenen GréBen- 
ordnung beschranken und die seinerzeit von E. Abbe zum Ausgangspunkt seiner 
Behandlung der optischen Abbildung gemacht worden waren. Mit Hilfe der Rontgen- _ 
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interferenzen ist es nun mdglich, wesentlich kleinere Abstande als mit optischem 
Lichte zu vermessen, wenn die zur Untersuchung gelangenden Objekte eine periodische 
Struktur haben und daher die Braggsche Gleichung anwendbar ist. Die Roéntgen- 
interferenzen vermitteln also eine viel weitergehende Kenntnis iiber den Aufbau 
der Materie, als sie das optische Mikroskop zu liefern vermag, wobei aber nicht etwa 
ein vergréBertes Bild des Gegenstandes entsteht, sondern der Abstand periodisch 
wiederkehrender Dingpunkte des Objektes durch rechnerische Auswertung des 
Beugungsbildes erhalten wird. Je ausgepragter die Periode des Objektes ist, um so 
scharfer werden die Beugungsbilder und um so eindeutiger und genauer kann die 
Berechnung der Abstiinde dieser Punkte erfolgen. Aus diesem Grund findet die 
Roéntgenstrahlenbeugung ihr Hauptanwendungsgebiet in der Kristallstrukturanalyse, 
da die Periodizitat des Raumgitters der Kristalle ein ideales Beugungsgitter fiir Réntgen- 
strahlen liefert. Die Dingpunkte im Kristallgitter sind die Atome bzw. die Molekiile, 
so daB die Réntgenstrahlenbeugung die Atom- bzw. Molekiilabstinde in kristallinen 
Kérpern zu erfassen gestattet. Es zeigte sich jedoch, daB Rontgeninterferenzen nicht 
nur an Kristallgittern erhalten werden, sondern da8 auch bei Streuung von Roéntgen- 
strahlen an Fliissigkeiten und Gasen Intensititsmaxima zu beobachten sind, die 
allerdings nicht scharf sind, sondern diffus verlaufen. . 


In Gasen entstehen diese Interferenzfiguren durch die Atomanordnung innerhalb 


der Molekiile. Bei Fliissigkeitsuntersuchungen treten neben den an Gasen derselben 
Substanz beobachteten Intensititshéchstwerten noch neue hinzu, woraus einerseits 
zu schlieBen ist, daB der Molekiilbau in Fliissigkeiten und Gasen der gleiche ist, und 
daB anderseits die Molekiile in Fliissigkeiten gewisse wahrscheinliche Abstande von- 
einander haben. Man kann daher eine Art kristallifische Struktur der Flissigkeiten 
annehmen, die sich jedoch nur tiber Bereiche von der GréBenordnung weniger Molekiil- 
abstande erstreckt. 

Fir die Kristallstrukturanalyse mit Réntgenstrahlen liegt nun die Frage nahe, 
welche MeSgenauigkeiten mit den verschiedenen Réntgeninterferenzverfahren erzielt 
werden kénnen und ob bzw. wodurch eine grundsatzliche Beschrankung der MeB- 


genauigkeit besteht. Wie schon eingangs erwahnt wurde, gibt es derzeit noch keine . 


_ Linsen fiir Réntgenstrahlen, obwohl ihr Strahlengang beim Ubergang zwischen Medien 


verschiedener Dichte eine Ablenkung erfaihrt.. Dies hat seine Ursache darin, daB die™ 


GréBe der Dispersion und mithin auch der Brechungsindex fir Réntgenstrahlen 
sowohl dem Quadrat der Wellenlange dieser Strahlung als auch der Dichte des brechenden 
Mediums proportional ist. Je griBer aber die Wellenlange und je dichter das Medium 
sind, um so starker werden die Strahlen in dem Medium absorbiert, wobei die Wellen- 
- lange in der dritten Potenz und die Dichte linear im Exponenten der den Absorptions- 
vorgang beschreibenden e-Funktion auftreten. Da auBerdem bei den niedrigen Werten 
fiir die Brechungsindizes die Linsenkriimmungen sehr groB sein miissen, um einiger- 
- maBen brauchbare Brennweiten zu erhalten, ist es derzeit unméglich, Réntgenstrahlen- 
linsen nach dem Muster der optischen Linsen zu erzeugen, die eine wenn auch nur 
geringfiigige Strahlenintensitaét durchzulassen vermégen. Der einzige Weg, Rontgen- 
strahlen zu fokussieren, ist also nach wie vor nur durch geeignete Anordnungen der 
beugenden Medien gegeben, wobei das Ziel der Fokussierung entweder durch Kristall- 
drehung, Kristallverbiegung oder durch gleichzeitige Anordnung vieler’ Kristalle 
erreicht wird. Das alteste Verfahren dieser Art ist die Braggsche Fokussierungs- 
methode, die zu bekannt ist, um hier néher beschrieben zu werden. 
In der Rontgenspektroskopie wurden zahlreiche, teilweise sehr sinnreiche Ver- 
- suchsanordnungen ersonnen, die es erméglichen, die Wellenlange der zu untersuchen- 
den Rontgenstrahlung auch ohne Verwendung einer Optik fiir Rontgenstrahlen mit 
méglichster Genauigkeit zu messen. Durch Benutzung méglichst fehlerfreier Spektro- 
16* 
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meterkristalle wird dabei die Eindringtiefe der Rontgenstrahlung in den Kristall sehr 
verringert, wihrend durch auferst feine Spalte oder Schneiden aus stark absorbieren- 
dem Material eine moglichst groBe Scharfe der Spektrallinien erreicht wird. Bei der 
Auswertung der Spektralaufnahmen wird die Brechung der Réntgenstrahlen an der 
‘Kristalloberflache durch eine Korrektur der Braggschen Gleichung beriicksichtigt. 
Mit Prazisionsspektrographen ist es daher méglich, Wellenlangenwerte auf 1 - 10~* em 
genau anzugeben. *Gelegentlich erreichte hohere MeSgenauigkeiten sollen hier nicht 
weiter erwahnt werden. Natiirlich ist es durch Umkehrung der Verfahren der Réntgen- 
‘spektroskopie ebenso mdglich, fehlerfreie gréBere Einkristalle mit bekannter Réntgen- 
strahlung zu untersuchen und ihre Gitterabstande mit gleicher Genauigkeit wie die 
der Wellenlaingenangaben zu ermitteln. Wenn dennoch die Gitterabmessungen der 
meisten kristallinen Korper mit Ausnahme der als Spektrometerkristalle Verwendung 
findenden wenigen Kristalle nur viel ungenauer bekannt sind, so hat dies seine Ur-_ 
sache in der auBerordentlichen Seltenheit groBerer fehlerfreier Kristalle. Selbst die 
besten in der Natur vorkommenden Einkristalle sind bis auf wenige Ausnahmen aus 
vielen kleineren Bereichen aufgebaut, die gegeneinander kleine Verwerfungen auf- 
weisen (Mosaikkristalle). Verfasser konnte nachweisen, dafi auferlich als Metall- 
einkristalle erscheinende Individuen haufig gar keine Einkristalle sind, sondern aus 
sehr vielen kleinen selbstandigen Kristallchen bestehen, die einen durch auBere Ein- 
fliisse bedingten Richtungseffekt (Textur) zeigen, wodurch sie oberflachlich wie Ein- 
kristalle wirken. Im Roéntgendiagramm unterscheiden sie sich jedoch grundsatzlich 
sowohl von idealen Hinkristallen als auch von Mosaikkristallen.2 In den meisten 
Fallen ist man daher genotigt, Strukturuntersuchungen an polykristallinen Haufwerken 
auszufiihren, wofiir grundsatzlicl* das bekannte Debye-Scherrer-Verfahren zur Ver- 
wendung gelangt. 

Eine einfache Uberlegung lehrt, daB in der Braggschen Gleichung kleine Ande- 
rungen des Netzebenenabstandes d dann die gréBte Anderung des Glanzwinkels # 
bedingen, wenn #®= 90° ist. Die gréSte Genauigkeit ist also fiir groBe Glanzwinkel 
nahe 90° zu erwarten. Diese Erkenntnis fiihrte dazu, Prazisionsuntersuchungen nur 
nach dem Riickstrahlverfahren auszufiihren und auf die Abbildung der Glanzwinkel- 
unter 45° fiir diese Zwecke ttberhaupt zu verzichten. 

Fir Rickstrahlaufnahmen kommen grundsatzlich vier verschiedene Aufnahme- 
verfahren in Frage, und zwar: Das Planfilm-Riickstrahlverfahren, das Zylinder- 
Ruckstrahlverfahren, das Reglersche Kegel-Riickstrahlverfahren und das Reglersche 
Ringfilm-Riickstrahlverfahren.2 Um méglichst scharfe Interferenzlinien zu erhalten, 
mute das primare Réntgenstrahlenbiindel durch eine méglichst feine Zylinderblende 
von héchstens einigen hundertstel Millimeter Lumen und verhaltnismaBig groBer 
Lange ausgeblendet werden. Eine derartig feine Ausblendung hat aber einerseits den 
Nachteil, da nur eine kleine Probenfliche vom Réntgenstrahlenbiindel getroffen 
wird, wodurch meist zu wenig Kristallchen fiir die Rontgenstrahlenbeugung zur Ver- ° 
fiigung stehen, anderseits aber fiihrt eine so feine Ausblendung wegen der geringen 
Lichtstarke zu auBerordentlich langen, praktisch untragbaren Belichtungszeiten. Der’ 
erste Nachteil kénnte durch Anwendung des Reglerschen Abpinselverfahrens,! bei 
dem die Probenoberfliche senkrecht zum primiren Roéntgenstrahlenbiindel parallel 
zu sich selbst verschoben wird, weitgehendst behoben werden. Der Nachteil der 
geringen Lichtstarke ist jedoch nicht auszuschalten. Daher hat es sich als zweckmaBig 
erwiesen, auch fitr Riickstrahlaufnahmen die wesentlich lichtstarkere Fokussierungs- 
methode® einzufiihren, deren grundsitzliche Wirkungsweise fiir die vier genannten 
Verfahren aus den Abb. 1 bis 4 hervorgeht. Man erkennt aus diesen Abbildungen, 
da beim Planfilm-Riickstrahlverfahren nur eine Linie exakt fokussiert werden kann, 
wahrend beim Zylinder- und Kegel-Riickstrahlverfahren zwei Linien zur Fokussierung 


ete ay = 


: 
. 
- 
F 
é 


-rungskugel im Aquator an- 


fahren ist allerdings die Proben- 


_linien eine Breite aufweisen, 


1 _ ren r 
Bel Set Hoo F Mi. - Mp ee 
cs ¢ 


Fs Shae 
-_~ 


gelangen kénnen. Um bei vorgegebener Wellenlinge der Réntgenstrahlung sowie 


gegebener Kristallstruktur der Probe fiir einen bestimmten Kegelscheitel-Proben- 
abstand wenigstens eine Interferenzlinie exakt' fokussieren zu konnen, ist es natig, 
die Lochblende verschiebbar anzuordnen. Liegen die beiden fokussierten Glanzwinkel 
nahe benachbart, so werden die dazwischenliegenden Interferenzen im allgemeinen 


; ebenfalls noch geniigend exakt fokussiert. Die einwandfreie Fokussierung aller 
Glanzwinkel liefert jedoch nur das Ringfilm-Riickstrahlverfahren, dessen Wesen es_ 


ist, daB sich der zylindrische 
Aufnahmefilm der Fokussie- 


schmiegt. Beim Ringfilmver- 


lage durch den Kameradurch- 
messer festgelegt und auch 
eine Verschiebung der in der 
Filmflaiche liegenden Loch- 
blende unméglich.® Fiir prak- 
tische Strukturuntersuchungen 
wird der Durchmesser der 
Lochblende meist nicht kleiner 
als 0°5 mm gewahlt, da sonst 
die Lichtstairke des Verfahrens Abb 1 Abb. 2: 
zu gering wiirde. ~ : - 
Das auf die Probe treffende divergente Primarstrahlenbiindel entwirft durch die 
Lochblende der Fokussierungsvorrichtung auf der Probe ein Bild des Brennfleckes 
der Réntgenréhre. Um die Darstellung nicht zu breit zu gestalten, sollen im folgenden 
nur die geometrischen Abbildungsverhiltnisse fiir das Ringfilmverfahren naher be- 
schrieben werden, da diesem 
Verfahren wegen der exakten 
Fokussierung aller Interferenz- 
linien die gréBte Genauigkeit 
zukommt. Unter der Annahme 
eines ideal beugenden Kristall- 
pulvers und eines homogen 
belegten Brennfleckes ware zu 
erwarten, daB die Interferenz- 


die nur vom Durchmesser der Abb. 3. Anbee 
Fokussierungsblende abhangt. . 
Die Intensitatsverteilung innerhalb der Interferenzlinien miBte in guter An- 
naherung homogen sein, die Schwarzungskurve jeder einzelnen Linie miiBte 
also Trapezform besitzen, wobei die kiirzere Parallelseite des Trapezes durch den 
Durchmesser der Fokussierungsblende bestimmt wird. Es waren also keine Inter- 
ferenzlinien, sondern Interferenzbander zu erwarten, wenn, wie dies in den Abb. 1 


‘bis 4 geschehen ist, das Primarstrahlenbiindel auf die Horizontalebene beschrankt 


ware. Da jedoch das Primarstrahlenbiindel stets raumliche Ausdehnung besitzt, tritt 


‘immer eine Uberschneidung der von der flachenhaft angestrahlten Probe ausgehenden 


raumlichen Interferenzkegel ein und es ist zu priifen, welchen Einflu® diese Uber- 
schneidung auf die Schwarzungsverteilung der Interferenzlinien mit verschiedenen 


Glanzwinkeln hat. Zu diesem Zweck wurden von F. Regler, F. Lihl und F.Ginther 


Untersuchungen an besonders hergestelltem chemisch reinstem Goldpulver vor- 
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genommen, dessen Kristallgro8e und Kristallausbildung den -rontgenogr v] 
Anforderungen weitgehendst angepaBt waren. Dabei zeigte sich sowohl visuell als auch 


in den Photometerdiagrammen, da jede Interferenzlinie ein deutlich ausgepriagtes 
Schwarzungsmaximum besitzt und da sich die Lage desselben mit verhaltnismabig 
hoher Genauigkeit vermessen la8t. Die Erklarung fir diese Erscheinung liefert die 


schon erwahnte Uberlegung, da auch die beiderseits der Aquatorebene ausgehenden _ 
-Interferenzkegel einen Beitrag zur Schwarzung der Interferenzlinien in der Aquator- 


ebene liefern, wodurch Intensitaétsanhaufungen an Stellen entstehen konnen, die nicht. 
mit den durch die Braggsche Gleichung exakt zu erwartenden Stellen ubereinstimmen. 


-Vielmehr weichen die Schwarzungsmaxima von der Linienmitte ab, diese Abweichung 


ist eine Funktion des Glanzwinkels. Zur naheren Uberpriifung der geschilderten Ver- 
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haltnisse wurden mehrere Untersuchungen mit Aufnahmekammern ausgefihrt, deren 
Prazision den héchsten Anforderungen entsprach. Um die Linienarmut kubisch 
-kristallisierender Substanzen zu verringern, ohne die Aufnahmebedingungen durch 
Rohren- oder Anodenwechsel zu verandern, wurden auch Untersuchungen mit Réntgen- 


rohren mit legierten Anoden, die auf Vorschlag des Verfassers industriell erzeugt - 


wurden, durchgefiihrt.6 Einige Untersuchungsreihen wurden mit abgeschmolzenen 
Roéntgenrohren ausgefiihrt, um die BrennfleckgréRe und -form konstant zu halten, 
wahrend bei anderen Reihen, die an offenen Réhren ausgefiihrt wurden, diese GréBen 
absichtlich stark veraindert wurden. 


Das grundsatzliche Ergebnis dieser Untersuchungsreihen ist den drei Kurven- — 


ziigen der Abb. 5 zu entnehmen, wobei die eingezeichneten Kurven durch Mittelung 


iiber zahlreiche MeBpunkte entstanden sind. Der Unterschied im Verlauf der Kurven-_ 


ziige I und II, bei denen eine Lochblende von 0°6 mm Durchmesser verwendet wurde 
ist auf die Veranderung der Fokusgré8e und -form zuriickzufiihren, wahrend i 
Kurve III unter Verzicht auf Lichtstarke des Verfahrens ein Blendendurchmesser 
von 0'l mm Verwendung fand. Aus diesen Versuchen folgt die wichtige Tatsache. 
das es auch fiir kubisch kristallisierende Substanzen, insbesondere aus Linien ae 


kleineren Glanzwinkeln, unmdéglich ist, aus einer Interferenzlinie einen exakten Wert — 
fiir die Gitterabmessungen zu erhalten. Aber auch durch Mittelung der aus den einzelnen 


Interferenzlinien erhaltenen Zahlenwerte erhalt man keine exakten Gitterabmessungen, 
da die zur Mittelung herangezogenen Zahlen nicht nur mit einem zufalligen, sondern 


auch mit einem systematischen, durch die geometrischen Abbildungsverhaltnisse ; 
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aa bedingten Fehler behaftet sind. Dieser Fehler wird um so kleiner, je kleiner der Durch- 
messer der Fokussierungsblende gewahlt wird (Kurve III der Abb. 5). Wegen der Sale 
Abhangigkeit des Kurvenverlaufes von den Brennfleckabmessungen kann dieser 
____systematische Fehler weder rechnerisch noch durch Eichung eliminiert werden, da iss 
‘ stets mit zufalligen zeitlichen Anderungen des Brennfleckes zu rechnen ist, die nicht aera 
erfaBt werden kénnen. Der einzige Weg, Gitterkonstanten von kubisch kristallisieren- : 

den, vielkristallinen Substanzen mit einer Genauigkeit von + 0:0001 A angeben 

zu kénnen, besteht darin, linienreiche Diagramme, eventuell mit legierten Anoden, 
aufzunehmen und den nach Art der Kurve in Abb. 5 erhaltenen Kurvenverlauf auf : 

90° zu extrapolieren. : : ee 
Gegen dieses Untersuchungsergebnis kénnte der Einwand erhoben werden, daB * 

die verwendeten Proben vielleicht nicht exakt kubisch kristallisierten, also zum as 

j Beispiel ihr Gitter unter Eigenspannungen stiinde und somit die durch Beugung an 2 cae 
; verschiedenen Netzebenenscharen erhaltenen Gitterkonstantenwerte deshalb  ver- 
E schieden wiirden. Diese Annahme wird jedoch sofort dadurch entkraftet, da durch 
___Veranderung der Wellenlinge der Réntgenstrahlung die an den einzelnen Netzebenen- “a 
: *scharen gebeugten Interferenzen in andere Winkelbereiche gelangen und nun dieselben Se: 
: Gitterkonstantenwerte liefern, wie sie bei anderen Strahlungen von anderen Netz- it cx 


ebenenscharen des gleichen Glanzwinkelbereiches erhalten wurden. 
Eine weitere Quelle der Unsicherheit der Ergebnisse liegt in dem Umstand be- 
grimdet, daB nicht nur die geometrischen Abmessungen des Brennfleckes fiir die - 
Lage des Schwarzungsmaximums. innerhalb der Interferenzlinien mafgebend sind, Bie 
sondern auch die Intensitat der von den einzelnen Brennfleckstellen ausgehenden 
Strahlung. Bekanntlich ist ja der Fokus der Rontgenrdhre niemals homogen mit 


3 a 

: Kathodenstrahlen belegt, da dies die kristalline Rauheit der Gliihkathode gar nicht aa 

: zulaBt. Da sich aber der Brennfleck der Rontgenréhre auf der Probe abbildet, ruft = Res 

4 die inhomogene Intensitatsverteilung des Primarstrahlenbiindels ebenfalls eine nicht ee. 

. erfaBbare Verschiebung der Schwarzungsmaxima innerhalb der Interferenzlinien ae 

: hervor. an 
4 


Nach dem Gesagten kann also bei der Untersuchung polykristalliner Proben aus =e om 
3 abbildungsgeometrischen Griinden wegen des Fehlens einer Roéntgenstrahlenoptik Bae 
eine Prazisions-Gitterkonstantenmessung nur durch Extrapolation der fiir die einzelnen Re, 
Glanzwinkel erhaltenen Gitterkonstantenwerte auf einen Glanzwinkel von 90° erreicht 

__ werden, wobei Voraussetzung ist, daB die Probe im kubischen System kristallisiert. 

__ Es liegt daher der Gedanke nahe, auf Absolutmessungen der Gitterkonstante tiberhaupt 

zu verzichten und Vergleichsmessungen durchzufiihren, indem man die zu unter- re 
suchende Probe mit einer diinnen Schicht einer Substanz tiberzieht, deren Gitter- 
konstante exakt bekannt ist. Man erhalt dann bei geeigneter Wahl der Strahlung 
und der Eichsubstanz die Linien beider Substanzen auf einem Film. Nun kann man 

fiir jeden gemessenen Glanzwinkel aus den genau bekannten Gitterabmessungen der 


Eichsubstanz — erhalten etwa durch Prazisionsmessungen am Kinkristall — die 5 
jeweils nétige Korrektur des Glanzwinkels berechnen und kurvenmabig als Funktion : 
des Glanzwinkels auftragen. Diese Korrektur, angewandt auf die Glanzwinkel der i 


zu untersuchenden Substanz, miiBte nunmehr zu einwandfreien Gitterabmessungen 


dieser Substanz fiihren. 
Die tatsaichliche Versuchsdurchfiihrung erfolgte in der Weise, daB die aus geeignet 


-_ yorbereitetem Steinsalzpulver bestehende Probe mit einer diinnen Schicht des oben ee 

-_ erwahnten Goldpulvers bestaubt wurde. Die Dicke der Goldschicht wurde so gewahlt, te 

g daB die Interferenzlinien des Steinsalz- und die des Goldpulvers mit annahernd = =~ 
gleicher Intensitat zur Abbildung gelangten. Steinsalzpulver wurde fiir diese Unter- E es 


suchungen gewahlt, da ja der Wert fiir die Gitterkonstante von Steinsalz bei 18°C 
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mit a — 5°628000 A fir alle réntgenspektroskopischen und damit auch fur alle Kristall- “ae 
-strukturwerte als Bezugsnormale gilt. Um geniigend Interferenzlinien zu erhalten, 
wurden die Untersuchungen wieder mit einer legierten Anode aus Kupfer-Nickel 
ausgefiihrt. Das Ergebnis der auf Steinsalz bezogenen Gitterkonstantenwerte des 
Goldpulvers, erhalten aus den verschiedenen Interferenzlinien, ist aus Abb. 6 zu ent- , 
nehmen. Man ersieht deutlich, da8, trotzdem die Goldlinien auf die Steinsalzlinien 
bezogen wurden, eine Abhangigkeit der erhaltenen Gitterkonstantenwerte vom Glanz- 
winkel festzustellen ist, wobei die Abweichungen vom idealen Wert mit abnehmendem ~ 
Glanzwinkel stark wachsen. Als Grund fiir diese anfangs paradoxe Erscheinung wurde 
die Eindringtiefe der Roéntgenstrahlung in die zu untersuchende Probe gefunden. 
Wahrend namlich das Goldpulver nur als diinne Schicht auf die Probe aufgestaubt ~ 
wurde und daher einen eindeutigen Abstand von der Lochblende besitzt, hatte die 
. Steinsalzprobe eine gréBere Dicke, wie ja auch 
40770 Mi die haufig zu untersuchenden Metallproben aus- 
gedehntere Abmessungen besitzen. Versuche 
haben nun ergeben, daB bei Einhaltung gleicher 
Belichtungsbedingungen eine nennenswerte Be- 
einflussung der Schwarzungsverteilung auf den 
Interferenzlinien von Steinsalz noch erfolgen 
kann, wenn erst in einer Tiefe von 0°05 mm 
unter der Probenoberflache sich ein Kristallchen 


40700 


40695 40 70 w ingut beugungsfaihiger Lage befindet.’? Wahrend 
ase ‘also der Abstand des blo8 aufgestaubten Gold- 
Abb. 6. pulvers eindeutig festliegt, ist der Proben- 


abstand des Steinsalzpulvers nicht eindeutig 
angebbar. Abstandsungenauigkeiten wirken sich aber bei Interferenzlinien mit 
einem Glanzwinkel von nahezu 90° kaum merklich aus, wahrend sie um so— 
groBeren HinfluB auf die Ergebnisse haben, je kleiner der Glanzwinkel der unter- 
suchten Interferenzlinie ist. Daher stimmen die auf Steinsalz bezogenen Gitter- 
konstantenwerte von Gold bei grofen Glanzwinkeln mit den tatsaichlichen Werten 
gut tiberein, wahrend sie fiir kleine Glanzwinkel erhebliche, systematische Ab- 
weichungen zeigen. Es ist also auch mit Hilfe einer aufgebrachten Eichsubstanz 
unmdéglich, aus einer Linie der Grundsubstanz deren exakte Gitterkonstante zu 
errechnen, wenn der Glanzwinkel der Interferenzlinie der Grundsubstanz von 90° 
merklich abweicht. Zweifellos waren durch Mischung der beiden Pulver in geeignetem 
Mengenverhaltnis diese Fehler zu verkleinern, doch ist ein solches Verfahren fiir die 
haufig vorkommenden Falle der Untersuchung fester Proben nicht anwendbar. 

Bei allen im vorigen Abschnitt besprochenen Untersuchungen mittels der ver- 
schiedenen Rickstrahlverfahren war Voraussetzung, daf die Rontgenstrahlenbeugung 
an den zu untersuchenden Kristallgittern ideal erfolgt. Vor allem miissen Gitter- 
blécke mit einer gentigenden Zahl von Streuzentren zur Verfiigung stehen, um scharfe 
Interferenzen zu liefern. Versuche haben ergeben, da& die durch die endlichen Ab- 
messungen der Gitterblécke bedingte Linienunscharfe dann unterhalb der durch die 
librigen Hinfliisse beschrankten Mefgenauigkeit liegt, wenn die Kantenlinge der 
Gitterblécke 10->cm iiberschreitet. Fiir wesentlich kleinere Gitterblécke liefert die 
Linienunscharfe ein’ wertvolles Verfahren, um die Gré8e und Form der beugenden~ 
Teilchen zu bestimmen. Diffuse Interferenzen entstehen aber auch bei Beugung 
der Rontgenstrahlung.an Gitterblécken’ geniigender GréBe, wenn durch irgendwelche 
Kinfliisse die streng periodische Anordnung der Atome im Gitter gestért wird, so 
dal die Atomabstande nicht mehr konstant sind, sondern innerhalb gewisser Grenzen 
Schwankungen unterliegen. Dieser Fall des gestorten Kristallgitters tritt haufig bei 
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Metallen auf, deren Gitteraufbau durch Kaltverformung oder Hartung in einen Zwangs- 
zustand versetzt wurde. Hs ist ausgeschlossen, Gitterkonstantenmessungen an solchen 
Proben mit der oben angegebenen Genauigkeit auszufiihren. Die Angabe einer Gitter- 
konstante, die den Schwankungsbereich der Atomabstiinde im Gitter unberticksichtigt 
1a8t, ist nicht nur experimentell unméglich, sondern auch sinnlos. Die Genauigkeit, 
mit der Gitterkonstantenmessungen an vielkristallinen Proben durchgefiihrt werden 
kénnen, hangt grundsitzlich von der Qualitat der Beugungsgitter ab. Wenn die 
Atomabstande selbst innerhalb gewisser Grenzen Schwankungen unterliegen, dann 
auBert sich dies eben in einer Linienunschirfe, die von selbst die Angabe eines ein- 
deutigen Gitterkonstantenwertes unméglich macht. 

Uberschreitet die Kantenlinge der Kristallite die Grofe 10-?mm, go treten im 
Rontgendiagramm vielkristalliner Proben statt der homogen geschwarzten Interferenz- 
linien diskrete Interferenzpunkte auf, die sich grundsatzlich zu Interferenzlinien 
verbinden lassen miiBten. Man versuchte daher die Homogenisierung der Interferenz- 
linien durch Drehen der Aufnahmekamera um den Primarstrahl als Achse zu erreichen. 
Versuche lehren nun, da8 die an Stelle der Interferenzlinien auftretenden Interferenz- 
punkte nicht auf einer der Breite der geometrischen Abbildungsverhaltnisse ent- 
sprechenden Interferenzlinie liegen, sondern mehr oder weniger stark streuen und 
ein verhaltnismaRig breites Interferenzband erfiillen. Beim Drehen der Aufnahme- 
kamera um den Primarstrahl als Achse entstehen dann haufig statt einer mehrere 
eng benachbarte Interferenzlinien, so daB es iiberhaupt unméglich ist, aus diesen 
Diagrammen einen exakten Gitterkonstantenwert anzugeben.2 Der Grund fiir das 
Auftreten diskreter Interferenzpunkte ist trivial, da eben wegen der geringen Zahl 
_der beugenden Kristallite zu wenig Interferenzpunkte vorhanden sind, als daB sie 
durch Aneinanderreihung eine homogene Interferenzlinie bilden kénnten. Da nun 
die Lage jedes Interferenzpunktes innerhalb der geometrisch bedingten Interferenz- 
linie von der Lage des Kristalliten abhangt, erhalt man durch Drehen der Aufnahme- 


kamera im allgemeinen wohl eine geschlossene Interferenzlinie; die Lage ihres_ 


Schwarzungshéchstwertes hangt jedoch von der zufalliigen Schwarzungsverteilung 
der einzelnen Interferenzpunkte ab, die nun nicht mehr statistischen Gesetzen gehorcht 
und daher auch nicht mehr erfaBt werden kann. Auch ohne Streuung der Interferenz- 
punkte ist also die Lage des Schwarzungsmaximums bei der Untersuchung grob- 
kristalliner Proben undefiniert und daher eine Prazisionsbestimmung der Gitter- 
konstante ausgeschlossen. Theoretisch ware es allerdings auch méglich, schon durch 
die innerhalb der geometrisch bedingten Linienbreite liegenden Interferenzpunkte 
mit gedrehter Kamera eine Linienvervielfachung zu erhalten, da ja die Gréfe der 
Interferenzpunkte nicht vom Blendendurchmesser allein, sondern auch von der GréBe 
der spiegelnden Kristallflache abhangt, wenn letztere kleiner als der. Blendendurch- 
messer ist. Daher kénnen einige solche kleine intensiv geschwarzte Punkte bei 
Drehung der Kamera leicht konzentrische Interferenzkreise erzeugen, die jedoch 
nur innerhalb des geometrisch bedingten Bereiches liegen koénnen, wenn die Linien- 
breite nicht. durch Gitterstorungen verbreitert sein soll. Eine gewisse Verbreiterung 
der Interferenzlinien ist wohl an sich durch das Auflésungs- bzw. Ansprechungsvermégen 
des Gitters bedingt und wird durch den Lorentz-Faktor beriicksichtigt. Diese Ver- 
 breiterung ist aber nur sehr gering, so da die geometrischen Abbildungsbedingungen 
zur Beschreibung der Breite der Interferenzlinien ausreichen. Um so unerklarlicher 
erschien daher die Tatsache, da% ungestorte Kristallgitter einheitlicher Zusammen- 
~ getzung Interferenzpunkte liefern, deren Streuung weit tiber die geometrisch bedingte 
Interferenzpunktlage hinausgeht. Diese Punkte liefern dann gegebenenfalis bei 
-gedrehter Aufnahmekamera statt einer Interferenzlinie mehrere Linien, deren 
Abstand durch die Abbildungsgeometrie nicht mehr erklart werden kann. 


py 
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Nachdem von verschiedenen Seiten Erklarungsversuche fur diese Linienv: Be 
fachung gegeben wurden, die alle bei naherem Zusehen nicht befriedigen konnten, — 
gelang dem Verfasser der Nachweis, daB die Linienvervielfachung nur bei Rontgen- 
strahlenbeugung an gréber kristallisierenden Substanzen beobachtbar ist und dak 
ferner der Bereich der Abweichung von der geometrisch bedingten Linienbreite die 
gleiche GréBenordnung hat, als er unter Berticksichtigung der Brechung der Réntgen- 
strahlen beim Eintritt in bzw. beim Austritt aus der Probe haben miiBte.*° Dieser 
Uberlegung liegt der Gedanke zugrunde, da eine Probe niemals eben ist, sondern dab 


© die Kristallchen, wie dies besonders durch elektronenmikroskopische Untersuchungen — 


bewiesen wurde, aus der Probe herausragen. Wird nun ein solches Kristallchen von 
dem ein- oder austretenden Strahlenbiindel streifend getroffen, so erfahrt dasselbe - 
eine Brechung, wodurch es aus seiner nur durch die Beugung bedingten Richtung 
abgelenkt wird. Die GréBe der durch diesen Vorgang hervorgerufenen Ablenkung ist — 
rechnerisch erfaBbar, wobei es sich zeigt, daB stets alle beobachteten Interferenz- 


- punkte, die durch Beugung monochromatischer Strahlung entstehen, innerhalb des 


berechneten Bereiches zu liegen kommen. In diesem Fall wird also die erreichbare 
MeBgenauigkeit durch die Brechung der Roéntgenstrahlen beschrankt und dadurch 
das Auflosungsvermogen des Verfahrens unabhangig von der Prazision der Aufmahme- — 


kamera beeintrachtigt. Ebenso wie im optischen Gebiet das mikroskopische Auf- 


losungsvermogen durch die Beugung der Lichtstrahlen an den Dingpunkten begrenzt 


wird, ist also im Rontgengebiet die MeBgenauigkeit durch den Brechungseffekt be- 


grenzt, wenn man Proben untersucht, deren Kristalle eine bestimmte GroBe iiber- — 
schreiten. Der Beweis, dai tatsaichlich ein Brechungseffekt vorliegt, konnte experi- 
mentell dadurch erbracht werden, da die GréBenordnung der Streuurig der Inter- 
ferenzprnkte auch fiir Interferenzen mit kleinen Glanzwinkeln erhalten bleibt, wahrend — 
ja die Linienbreite wegen der Abhangigkeit des Auflosungsvermégens vom Glanz- 
winkel mit abnehmendem Glanzwinkel stark sinkt. 

Gegen diese Vorstellung wurde jedoch der Einwand erhoben, daf trotz der emwand- 
freien strahlengeometrischen Ubereinstimmung die Intensitat der gestreuten Inter- 
ferenzpunkte viel geringer sein miiBte, als sie tatsaichlich ist, da die Strahlen beim 
Eindringen in den Kristall und Beugung im Innern desselben starke Absorptions- 
verluste erleiden miBten.1° F. Lihl konnte nachweisen, daB die von Regler auf 
Dispersionseffekte zuriickfiihrbare Streuung der Interferenzpunkte auch ohne nennens- | 
werte Intensitatsverluste méglich ist, wenn der Strahl an einer Kristalloberflache total — 
reflektiert und dann an einer Netzebenenschar gebeugt wird, ohne wesentlich in den | 
brechenden Kristall einzudringen."' Die Reflexion kann natiirlich vor oder nach der | 
Beugung oder auch in beiden Fallen erfolgen. Da sowohl ein nennenswerter Brechungs- 
effekt als auch die Totalreflexion einen sehr spitzen Auftreffwinkel des gebrochenen 
Strahles auf die brechende Kristallflache zur Voraussetzung haben und die Total- | 
reflexion der Réntgenstrahlen aus der Tatsache folgt, da8 ihr Brechungsindex kleiner 
als Kins ist, erfahren durch die Lihlsche Abanderung die von Regler entwickelten — 
Vorstellungen keine grundsitzliche Anderung. 

Ks ist von vornherein klar, da die Bedingungen fiir das Zustandekommen stark 


abgelenkter Interferenzpunkte sehr ungiinstig sind, da einerseits Totalreflexion nur . ; 


unter sehr spitzen Auftreffwinkeln stattfindet und anderseits die Beugung der Rontgen- 
strahlen an gréBeren Kristallchen eine seltene Erscheinung ist. Fir die Entstehung 
stirkerer Ablenkung miissen nun die beiden seltenen Effekte gleichzeitig auftreten. 
Die Wahrscheinlichkeit, dafs stark gestreute Interferenzen einen nennenswerten Bei- 
trag zur Schwirzung der Interferenzlinien liefern, ist nach dem Gesagten nur sehr 
gering, weshalb der Effekt bei Beugung der Réntgenstrahlen an feinkérnigen Proben, — 
bei denen Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen erst sinnvoll werden, nicht ins Gewicht 


oS 
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 fllt.2.15 Bei grobkérnigen Proben mit nur wenig Beugungszentren kann jedoch ohne 
weiteres auch der seltene Fall der starken Streuung eines Interferenzpunktes auftreten 
und gleichzeitig eine Zahl der wahrscheinlicheren Interferenzlagen fehlen, so daB 
durch den an sich unwahrscheinlicheren Vorgang dennoch eine nennenswerte Be- 
-einflussung der Lage der Interferenzpunkte erfolgen kann. Nach Regler kann man 
daher die stérende Wirkung der Dispersion durch Erhéhung der Beugungszentren ver- 
ringern baw. ausschalten. Zu diesem Zweck fiihrte der Verfasser das sogenannte Ab- 
_ pinselverfahren ein, bei dem durch Parallelverschiebung der Probenoberflache senk- 
recht zum primaren Roéntgenstrahlenbiindel eine wesentliche VergroBerung der. Zahl 
der beugenden Kristalle erreicht wird. Versuche haben ergeben, daB durch das Ab- 
pinseln die Linienvervielfachung aufgehoben wird. Da jedoch durch das Abpinseln 
~ leicht ein Richtungseffekt der Kristalle vorgetauscht werden kann, empfiehlt es sich, 
die Aufnahmekamera trotz des Abpinselns um den Primarstrahl zu drehen. AuBer- 
dem wird durch das Abpinseln das richtige Intensitiitsverhaltnis zwischen den Inter- 
ferenzlinien verschiedener Indizierung erreicht, das sonst bei der Untersuchung 
grobkérniger Proben meist nicht erhalten wird.4 


~ Gusammenfassend wurde in vorliegender Abhandlung versucht, zwischen dem 
Verhalten der Roéntgenstrahlen und dem der Lichtstrahlen Parallelen zu ziehen und zu — 


zeigen, dafS§ zwischen den beiden Strahlenarten kein grundsatzlicher, sondern nur ein 
zahlenmafig bedingter Unterschied besteht. Wenn auch im Gebiet der Roéntgen- 
strahlen die Interferenzerscheinungen die geometrisch optischen Betrachtungen 
anfangs in den Hintergrund treten lassen, so besitzen diese Uberlegungen dennoch 
fiir die Auswertung von Prazisionsaufnahmen erhebliche Bedeutung. Fiir die voll- 
standige Betrachtung des Strahlenganges der Rontgenstrahlen dirfen die Brechungs- 
erscheinungen derselben ebensowenig vernachlassigt werden, wie im optischen Gebiet 
die Beriicksichtigung der Interferenzerscheinungen des Lichtes bei exakter Beschrei- 
bung der Abbildungsverhaltnisse auBer acht gelassen werden darf. 


Literaturverzeichnis: 


A. Bticher und zusammenfassende Darstellungen.. S 
W. Bothe u. F. Kirchner: Handb. d. Physik, Bd. 23, Teil 2, 2. Aufl. Berlin 1933. — M. u. 


L. de Broglie, Einfihrung in die Physik der Réntgen- und Gammastrahlen. Leipzig 1930. — 


J.“Eggert u. E. Schiebold: Erg. d. techn. Réntgenk. Bd. 1—6. Leipzig 1930, 1931, 1933, 1934, 
1935, 1938. — P. P. Ewald: Kristalle und Réntgenstrahlen. Berlin 1923. — H. Fuhs, J. Konrad 
u. F. Regler: Grenzstrahl-Hauttherapie. Berlin u. Wien 1931. — R. Glocker: Materialpriifung 
mit Réntgenstrahlen. 2. Aufl. Berlin 1936. — E. Grimsehl u. R. Tomaschek: Lehrb. d. Physik. 
Bd. 2, Teil 2. Leipzig-Berlin 1934. — F. Halla u. H. Mark: Leitfaden fir die réntgenographische 
Untersuchung von Kristallen. Leipzig 1937. — F. Kirchner: Handb. d. Experimentalphysik. 
Bd. 24, Teil 1. Leipzig 1930. — A. E. Lindh: Handb. d. Experimentalphysik. Bd. 24, Teil 2. 
Leipzig 1930. — F. Regler: Grundziige der Rontgenphysik. Berlin u. Wien 1937. — F. Regler: 
Verformung und Ermiidung metallischer Werkstoffe im Réntgenbild. Minchen 1939. — E. Schie- 
bold: Die Laue-Methode. Leipzig 1932. — A. Schleede u. E. Schneider: Réntgenspektroskopie 
und Kristallstrukturanalyse. 2 Bande. Berlin u. Leipzig 1929. — M. Siegbahn, Spektroskopie 
der Réntgenstrahlen. 2. Aufl. Berlin 1931. — F. Wisshak: Réntgenstrahlen. Berlin 1943. 


B. Hinzelweroffentlichungen. 


; 1 F. Regler: Die Optik der Réntgenstrahlen. Strahlentherapie 73, 273—279 (1943). — 

2B. Regler, M. v. Schwarz u. F. Lihl: Zerstérungsfreie réntgenographische KorngréSenbe- 
stimmung. Metallwirtschaft 31/34, 281—284 (1944). — * F. Regler: Das Ringfilm-Rickstrahl- 
verfahren. Z. techn. Physik XXIV, 291—296 (1943). — 4 F, Regler: Uber die Ursache der Linien- 
vervielfachung bei Réntgen-Riickstrahlaufnahmen vielkristalliner Haufwerke. Metallwirtschaft 
17—18, 249—255 (1942), — ® EF. Regler: Zur Auswertung von Réntgen-Rickstrahlaufnahmen. 
Archiv fiir Metallkunde. I. Jahrg. Heft 1 S. 11—14 (1946). — * F. Regler: Réntgenrohren mit 
legierten Anoden in der zerstérungsfreien Feingefigeuntersuchung. Die Abnahme 7, 5—8 (1944). 
—7F. Regler: Vorlaufige Mitteilung iber ein neues Verfahren zur Messung der Dicke dinner 


rh. 


ee 


: Ledinegg Bs 


Uberzugsschichten mittels Réntgen-Rickstrahlaufnahmen. Metallwirtschaft 31/34, 284—286 
(1944). — § E. Brandenberger: Schweizer Archiv 4, 354356 (1938). — ~ F. Regler: Uber die 
kantige Begrenzung von Réntgeninterferenzlinien bei Untersuchungen an vielkristallinen Proben. 
Metallwirtschaft 19/20, 273—279 (1942). — 1° A. Kochendérfer: Z. f. Krist. 105, 10—22 (1943). — 
11 ¥. Lihl: Uber die bei Réntgeninterferenzlinien auftretenden Erscheinungen der Interferenz- — 
punktstreuung und der kantigen Linienbegrenzung. Metallwirtschaft 238, 300—301 (1944). —— 
12 F, Lihl: Ein Beitrag zur Gitterkonstantenbestimmung und réntgenographischen Spannungs- 
messung an grobkristallinen Werkstoffen. Archiv f. Metallkunde 1, 25—31 (1946). — 13 f'. Wever 
u. H. Moller: Mitt. Kais.-Wilh.-Inst. Eisenforschung. Diisseldorf 15, 59—69 (1933). — “ F. Reg- 
ler: Zerstérungsfreie rontgenographische Feingefiigeuntersuchung an grobkristallinen Werkstoffen. 
Z. f. Metallkunde 35, 202—205 (1943). Real io ; 
(Hingegangen am 23. September 1947.) 


Der Mechanismus der Turbulenz. 
Von M. Ledinegg, Wien. 
Mit 8 Textabbildungen. 


1. Allgemeiner Uberblick. 


Uber die Turbulenz wurden bereits sehr viele Arbeiten verdffentlicht und viele 
namhafte Physiker, Mathematiker und Strémungsforscher haben sich mit diesem 
Problem befa8t. Hierbei sind vor allem zwei Fragen untersucht worden, und zwar 
die Ursachen der Entstehung und die Vorgange bei bereits ausgebildeter Turbulenz.1 — 
In diesen Arbeiten herrscht tiber beide Vorgainge keine einhellige Ansicht. Thre Ent- 
stehung wird von einem Teil der Forscher der turbulenten Mischbewegung im Rohr 
zugeschrieben,? das ist eine regellose, sich der Hauptbewegung tiberlagernde Quer- 
und Langsbewegung von Wasserteilchen. Die Frage, wieso diese entsteht und aufrecht- 


-» erhalten wird, kann allerdings hierbei nicht als gelést angesehen werden. Von anderen 


Seiten wird Wirbelbildung als Ursache angesehen,* wobei gleichfalls tiber deren Wesen 
nichts Genaues gesagt wird. Vielfach wird von den hydrodynamischen Grund- 
gleichungen ausgegangen und nach entsprechender Anwendung auf das Problem 
versucht, hieraus Schwingungsvorgange abzuleiten,* was auch zu bestimmten Ergeb- 
nissen fiihrt. Vom Standpunkt der Wahrscheinlichkeitstheorie wird ebenfalls das 
Turbulenzproblem behandelt.6 Auch Untersuchungen, welche nur unter Beniitzung 
der Kontinuitatsgleichung zu Resultaten gelangen, wurden durchgefiihrt.® 

Alle diese Untersuchungen gehen jedoch auf das eigentliche Wesen der Tubulenz, 
d. h. auf ihren Mechanismus nicht naher ein. Sie beschreiben daher wohl vielfach 
richtig die 4u8eren, durch die Turbulenz hervorgerufenen Erscheinungsformen, wie 
vor allem die Geschwindigkeitsverteilung im Rohr, erklaren aber keineswegs befriedi- — 
gend wie die Turbulenz entsteht und wie sie aufrechterhalten wird. Dies mag auch 
daran liegen, da® tiber das Wesen der turbulenten Vorginge im Detail so gut wie keine 
Versuchsunterlagen vorliegen. Dagegen wurden iiber die Geschwindigkeitsverteilungen 
im Rohr bei turbulenter Strémung, tiber die dadurch hervorgerufenen Druckverluste 


1 F, Kracmar: Das Turbulenzproblem. Osterr. Ingenieur-Arch. 1, 130 (1946). (Gleich- 
zeitige ausfiihrliche Literaturtibersicht.) 
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Proc. Roy. Soc. [London], Ser. A 135, 685, 702 (1932). . 

* F, Magyar und F. Kracmar: Physik. Z. 1983, 241. — W.Tollmien: Ein allgemeines 
Kriterium der Instabilitadt laminarer Geschwindigkeitsverteilungen. Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, 
math.-physik. Kl., Fachgr. I, N. F. 1, 79 (1935). 

> H. Gebelein: Turbulenz. Berlin. 1935. - 

6° F. Magyar: Z. Physik 1944, 640. 
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und dergleichen auferordentlich viele und sehr sorgfaltige Versuche durchgefiihrt.” 

_ Naturgema8 sind auch Versuche, die sich mit dem Detail der Turbulenz befassen, 
auBerst schwierig, denn es handelt sich um mikroskopische, zeitlich sehr schnell 
verlaufende Vorgange. 

Uber die Turbulenzvorgiinge kann nur als feststehend angenommen werden, 
daf} diese entweder von einer Storung im Rohreinlauf oder wenn diese nicht vorhanden 
ist, von einer Wandrauhigkeit ausgehen. Vom Entstehungspunkt aus schreitet die 
Turbulenz ins Innere fort, bis sie eine gewisse Strecke unter ersterem das ganze Rohr 
erfillt. Bei Turbulenz findet eine dauernde Vermischung der Stromfiden statt, 
wie festgestellt werden kann, wenn Farbfliissigkeit an einer Stelle eingebracht wird. 
In einer gewissen Entfernung, stromabwiarts, erscheint der ganze Fliissigkeitsinhalt 
gleichmaBig gefairbt. Die Farbteilchen haben also eine Bewegung ausgefiihrt, die 
den ganzen Rohrquerschnitt umfaft hat. Aus Versu¢hen kann angenommen werden, 
da diese Vorginge vor allem durch Wirbelbildungen verursacht werden.’ Die 
theoretische Behandlung der Turbulenz unter Einfiihrung von Wirbelfeldern wurde 
zuerst von F. Magyar durchgefiihrt.® : 

In der vorliegenden Arbeit wird der Versuch unternommen, aus einer Theorie 
iiber die inneren Vorgange der Turbulenz heraus das Problem zu behandeln. Es wird 
die Entstehung der Turbulenz Wirbeln zugeschrieben, welche sich an der Wand, die 
auch beim-glatten Rohr mikroskopisch betrachtet ein auBerordentlich zackiges Ge- 
fiige!® hat, bilden. Diese Wirbeln haben im Augenblick ihres Entstehens, gegen die 
Hauptstr6mung w eine bestimmte Relativgeschwindigkeit in axialer Richtung, denn w 
hat an der Entstehungsstelle bereits einen bestimmten Wert, wahrend der Wirbel 
im Zeitpunkt des Ablésens die Absolutgeschwindigkeit 0 hat. Ein solcher Wirbel 
gelangt nun in das Geschwindigkeitsfeld von u, in welchem diese Geschwindigkeit 
stark mit der Wandentfernung zunimmt. Wenn man sich die Achse des Wirbels 
beispielsweise senkrecht zu wu erstreckt denkt, wird er demnach auf der wandzugekehrten 

- und wandabgekehrten Seite von stark verschiedenen Geschwindigkeiten umstrémt, 
- _wodurch auf den Wirbel eine Kraftwirkung gegen das Rohrinnere entsteht, die eine 

Radialbewegung zur Folge hat. An festen Korpern treten ahnliche Krafte auf, z. B. 

bei Erhaltung der Stabilitat einer in einem Luftstrom schwebenden Kugel oder beim 

Hangen eines Gummiballes in einem schragen Luftstrom.1° Anderseits wird die Haupt- 

stromung w infolge der Zahigkeitseinwirkung bestrebt sein, dem Wirbel dieselbe 

; Geschwindigkeit zu verleihen, welche sie selbst hat. Er erreicht sie aber nicht, denn 
die radiale Bewegung bringt den Wirbel in einen immer héheren Geschwindigkeits- 

bereich von u, woraus Tragheitskrafte entstehen, deren Richtung entgegengesetzt u 
4st, die also bremsend wirken. Y 

r Ferner wird angenommen, daf im Verlauf der radialen Fortbewegung des ,, Wirbel- 
stromes“ gleichzeitig derselbe sich auflést. Dies bedeutet, da die Rotation der 
Wirbelfaden abgebremst wird, z. B. durch Zusammentreffen solcher entgegengesetzter 
Drehrichtung, wodurch deren wirbelnde Fliissigkeitsmasse in normal strémende 
tibergeht. : 

Durch Betrachtung der Kraftwirkungen an solchen Wirbeln, ferner durch logische 
Betrachtung iiber die Auflosung der Wirbelmasse und damit verbundener Vorginge 
gelingt es, die bekannte logarithmische Geschwindigkeitsverteilung im Rohr ab- 


7 Nikuradse: GesetzmaBigkeiten der turbulenten Strémung in glatten Rohren. VDI- 
Forschungsh. 356 (1932). 

8 Schiller: Neue quantitative Versuche zur Turbulenzentstehung. Z. angew. Math. Mechan. 
36 (1934). : 

9 F. Magyar: Z. angew. Math. Mechan. 157 (1932).. - 

10 Eck: Technische Strémungslehre, S. 61. Berlin. 1941. 
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zuleiten.2 Fiir die Stemutle in der Nahe der Rohrmitte, wo die jogarithweitohe Ver-— 
teilung nicht mehr genau gilt, ergibt die dargelegte Theorie die seit langem helene 
experimentell gefundene Geschwindigkeitsverteilung von Darcy.’ 

Der Zweck einer Arbeit, die davon ausgeht, die Turbulenz von der Seite ihres 


- dnneren Wesens heraus zu untersuchen, mag darin liegen, da es dadurch méglich 


ist, den Turbulenzmechanismus von der Rohrstrémung auf beliebige andere Stroémun- 
gen, z. B. um Platten, Tragfliigel u. dgl., zu tibertragen und auf diese Weise den 
Reibungswiderstand rechnerisch zu ermitteln. Vor allem jedoch fiir die Erforschung 
des Warmeiiberganges ist die Kenntnis des Turbulenzmechanismus wichtig. Arbeiten, 
welche sich mit der Ableitung ersteren aus der Turbulenz befassen, ohne ihr inneres 
Wesen entsprechend geklart zu haben, konnen nicht ganz befriedigen.) 1 — . 


2. Krafte am Wirbel. 
A. Erzeugung der Wirbelbewegung. 


Es mége eine Stromung betrachtet werden, deren Geschwindigkeit W zwar gleich- 
gerichtet ist, aber mit steigendem Wandabstand zunimmt. Es sei dies durch Kurve 1 


in Abb. 1 dargestellt und entspricht der Stromung im Rohr. 


Senkrecht zur Strémung erstrecke sich ein Witbelfaden vom 
Radius s und werde ersterer zunachst als ruhend angenommen, 
so dafs er in Achsrichtung von der Geschwindigkeit W ange- 
strémt werde. Hingegen wird er auf 
der wandabgekehrten Seite von einer 
grdéBeren, auf der zugekehrten Seite von 
einer kleineren Geschwindigkeit um- 
strémt. Es treten, wenn der Wirbel 
sich in Hinblick auf die Beeinflussung 
der Geschwindigkeit W wie ein starrer 
Zylinder verhalte, an seinem Umfang 
Unterdriicke auf, welche auf der wand- 
abgekehrten Halfte eine resultierende 
Kraft P,4, gegentiber eine Kraft P, 
hervorrufen. 

Ware die PERE as W 
- konstant, ist bekanntlich Py = P,. Fiir — 
diesen Fall ergibt die Theorie“ mit dem 


y spezifischen Gewicht y und einer Kon- 
i stanten C 
Abb. 1. Strémung um Abb. 2. Relative Anstrém- Osecp ie ib 
einen Zylinder bei - geschwindigkeit, wennsich Pa= =. (1) 
ortsveranderlicherAn- der Beobachter imWirbel- : 


strémgeschwindigkeit.  mittelpunkt M befindet. Tatsachlich nimmt aber die Anstrém- 
geschwindigkeit vom Wert W in der 

Hohe des Mittelpunktes auf den Wert W + AW in der Héhe des Umfanges nach rechts 

zu bzw. auf den Wert W— AW nach links ab (Abb. 1). Betrachtet man ‘nunmehr 


11 Reichhardt: Die Warmetbertragung in turbulenten Heibungesbhihten. Z. angew. Math. 
Mechan. 297 (1940). 


2 G.D. Mattioli: Theorie der Winhet heartened in glatten und rauhen Rohren. Forsch. 
Gebiete. Ingenieurwes. 149 (1940). 


18°. Hofmann: Uber die Gesctamsbigkeren der Wirme- und Stoffibertragung auf Grund 
des Stromungsvorganges im Rohr. Forsch. Gebiete Ingenieurwes. 159 (1940). 


“ Miller: Mathematische Strémungslehre, S. 80. Berlin. 1928. (Nach einigen Umformungen.) 
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bs fy ia ag Gore 
_ diese Zustrémgeschwindigkeiten fiir die ,,mittleren 
_ links maBgebend, erhalt man: 


Kraftwirkungen nach rechts und 


Pre Pp. = ee -[(W + AWY —(W— AWy]. (2) 

_ Der Unterschied gegeniiber dem starren Zylinder sowie die gewisse Willkiir in der 
Wahl der fiir die Kraftwirkungen mafgebenden_,,mittleren Geschwindigkeiten‘ 
mdége durch entsprechende Wahl der Konstanten C beriicksichtigt werden. 


Durch Zusammenfassung der Gl. (2) ergibt sich schlieBlich die auf den Wirbel 
wirkende Kraft zu 
; : Py = 20727 AF (3) 


= Es mégen nun die Verhiltnisse auf die Strémung in einem zylindrischen Rohr 
__ libertragen werden. Den Wirbel stelle man sich zunachst zur Vereinfachung abweichend 
_ von der Wirklichkeit aus koaxialen Elementen zusam- 
-_-mengesetzt vor. Diese bewegen sich gegen die Rohr- 
achse, d. h. radial mit der Geschwindigkeit W, und 
relativ zur Hauptstrémung, also axial mit der Geschwin- 
digkeit W,. Die Wirbel bleiben demnach wegen W, gegen 
die Hauptstrémung zuriick. In Abb. 2 ist ein Schnitt 
durch den Wirbelfaden gezeichnet. Sein Mittelpunkt 
hat gegeniiber der Hauptstrémung die Geschwindig- 
_ keiten W, und W, bzw. W. Befindet sich ein Beob- 
-__achter im Mittelpunkt des Wirbels, wird er daher die 
___ dargestelite entgegengesetzt zu W gerichtete Anstromung 
feststellen. Dies gilt aber nur solange er Punkte der ‘ : 
Flissigkeit betrachtet, welche auf der Geraden A liegen. a ae eee a ea 
Verlegt er die Beobachtung auf Punkte, die auf der Feo Res Ske te 
Geraden B liegen, wird eine Relativgeschwindigkeit W pin 


hingegen W, + Aw ist. Aw ist hierbei die Zunahme der Hauptgeschwindigkeit beim 
Fortschreiten um die Lange s nach rechts. Analog wird beim Fortschreiten nach links 
die vertikale Komponente auf den Betrag W,— Au abgenommen haben. Da es sich 


bei Mu um einen kleinen Betrag handelt, kann hierfiir angenahert Ju = 5 eee 
gesetzt werden. 
Der Wirbel wird also nicht mehr von einer genau parallelen Geschwindigkeit an- 


_ gestrémt werden. Wenn dies nochmals in Abb. 3 dargestellt sei, so ist die zum Mittel- 
punkt gerichtete Anstrémgeschwindigkeit wieder W. 


Die gegen den Punkt D, Abb. 2, gerichtete Anstromgeschwindigkeit hat jedoch 

_ die Komponenten W, und W, + w’ s cos « (Abb. 3), also die resultierende Geschwindig- 
keit Wp. Ahnlich ergebe sich fiir den Punkt H der Abb. 2 die Anstrémgeschwindig- 
_ keit Wy: Berechnet man die Projektion der vom Wirbelmittelpunkt bis D statt- 
 findenden Geschwindigkeitszunahme auf die Richtung von W, ergibt sich uw’: s+ cos? x, 


wie in Abb. 3 dargestellt ist. Unter Beniitzung dieses Ausdruckes zur naherungs- 


: ice, Wie 
- weisen Berechnung von AW in Gl. (3), ferner mit Einfithrung von W = ree laut 


Abb. 3 erhalt man schlieBlich fiir die auf den Wirbel je Meter Linge senkrecht zu W 
_ -gerichtete treibende Kraft Py den Ausdruck 


: 2 2 , ‘ ; 
Pee Pepe Tene (4) 


Erscheinung treten, deren horizontale Komponente wieder W,, die vertikale Komponente _ 
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B. Zanigko ieee 


Da der Wirbel gegeniiber der Hauptstrémung die Ficla ivaGool ae? W hat, 
tritt zwischen beiden eine Zahigkeitskraft auf. Denkt man sich den Wirbel wieder 


durch einen Zylinder idealisiert, ergibt die Theorie eine Zahigkeitskraft ve Meter 


Lange mit 7 und yu als Zahigkeit und kinematische Zahigkeit 
et “1 -W. RS 
Der Nenner ist keine Konstante. Er mége durch eine Funktion C, dargestellt werden, 
so daB sich fiir die Zahigkeitskraft ergibt: 
Ee = Cs We ye (6) 


‘Die Voraussetzung der Anstrémrichtung senkrecht zur Wirbelachse trifft, wie weiter 
unten dargelegt wird, auch nicht zu und wird spater fallen gelassen. Die daher er- — 


Hana ae Angleichung an die wirklichen Verhaltnisse soll in (4) EEE den Wert C 
n (6) durch C, erfolgen. 
c. Tragheitskratt. 


Der Wirbelfaden ist infolge seiner Relativgeschwindigkeiten Tragheitskraften 
ausgesetzt, welche sowohl in axialer als radialer Richtung Komponenten Pz» und Pz, 
besitzen. 

Infolge seiner radialen Bewegung kommt der Wirbel in den Bereich i immer gréBerer 
Hauptstrémgeschwindigkeiten u. Da er gegen letztere die Relativgeschwindigkeit W, 
hat, wird demnach seine absolute Geschwindigkeit in axialer Riehtung (w + W,) 
betragen, wobei W, ein negativer Wert ist. Die daraus resultierende Massenkraft 
pret sich aus dem Grundgesetz Kraft = Masse x Deeohleuperie zu 


| : | 
: Pap UW pet We) a (7) 

mi 
= Baas Yow, : (8) 


findet man: sag 
P32 = 


‘). . - (9) 


Nahere Untersuchungen zeigen, daB W,., in Wandnahe, mit zunehmender Wand- — 


entfernung abnimmt, W, zunimmt. Aber bereits die Anschauung fiihrt zum gleichen 
Schlu8. Denn im Augenblick des Entstehens hat der Wirbel in axialer Richtung die 
absolute Geschwindigkeit Null. Demnach ist W, gleich der Hauptstroémungs- 
geschwindigkeit w an derselben Stelle. Es ist naheliegend, daB nach dem Losreifen 
des Wirbels und zunehmender Wandentfernung y die absolute axiale Wirbel- 
geschwindigkeit sich an uw anzugleichen bestrebt ist, W, also kleiner wird. 
_ Die Radialgeschwindigkeit W, ist aber im Augenblick des Abreifens Null, kann - 

also nur zunehmen. 

In (7) und (9), ebenso wie in ‘allen folgenden Gleichungen ist das Voueined 
von W,, W,, W,', W,’ dadurch offen peice! daB es positiv eingefiihrt wurde. Bei 
Beriicksichtigung des weiter oben Gesagten ist jedoch festzuhalten, daB es nur bei 
W,, W,', W,' um positive, bei W, aber um eine negative GréBe handelt. 

Mit (9) ist die Massenkraft in axialer Richtung berechnet. Die in radialer Richtung 
wirkende resultiert aus der Anderung der Radialgeschwindigkeit W, pro Zeiteinheit 
und ergibt sich analog zu (9) wie folgt: 


P31 = 2 W, Wy’ | 2 


Die Kraft Pee setzt sich dann aus Px ; a Pz» zusammen. 


** Handbuch der Physik, Bd. VII: Mechanik der fliissigen und gasférmigen Kérper. 


falls eingetragen. Die Kraft 8, ist parallel, die Kraft Bp 


_ hat die gezeichnete Richtung, wenn die Geschwindigkeit W,, 


goa i : D. Zusammensetzung der Krafte. 


Die Krafte Py, Pz und Pz miissen zusammengesetzt ein geschlossenes. Dreieck 


_ ergeben, wie Abb. 4a zeigt. In vektorieller Schreibweise mit Kurrentbuchstaben 


statt lateinischen ergibt sich also: 


Br ae Bz + Bp = 0. (11) Richtung von u 
Die Relativgeschwindigkeit W ist in der Abbildung gleich- 


senkrecht zu dieser. Die horizontale Komponente von %» 


wie weiter oben angenommen vee mit steigendem Wand- 
abstand zunimmt. 


3. Krifte auf die Fliissigkeit. 
A. Reaktionskraft auf die Fliissigkeit. 


' Bs mége nun ein Volumelement betrachtet werden, 
welches durch zwei im Radius um dy verschiedene koaxiale 
Zylinder von der Lange 1 gebildet ist. 

Denkt man sich als vorliaufige Hilfsyorstellaine die 
tangentiellen Wirbelelemente aneinandergefiigt, werden 
eine bestimmte Zahl] koaxialer Wirbelringe entstehen, die 
in einer radialen Schnittebene des Volumelementes eine Abb. 4. a) (Oberhalb der 
entsprechende Zahl von Spurpunkten besitzen, Abb. 5. Abszinenachse) Kriifte auf 
Die Zahl der Wirbelringe, die je Zeiteinheit die auBere einen Wirbel. b) (Unterhalb 
Mantelflache des Volumenelementes passieren, d. h. eine a oe Set 
Erzeugende schneiden, sei Z. Deren Zahl je Zeitelement “” “° ears Porters 
ist dann Z- dt. Hierbei sind sie um die Strecke dy radial 
nach innen gewandert. Die Zahl der Spurpunkte in der in Abb. 5 punktierten 
radialen Schnittebene ist di 


a6 = 27° dy = ay by. (11a) 
Die Lange der insgesamt im Volumenelement vorhandenen Wirbel ist dann 


| 2(r—y) dO =2(r—y) Ha 
Die auf den Wirbel wirkende Kraft Pp und Pz wirkt infolge von Aktio und Reaktio 


 umgekehrt gerichtet, aber in gleicher GroBe auf die Fliissigkeit. Als Ersatz fiir erstere 


kann auch deren Resultierende, d. i. Pg eingefiihrt werden (Abb. 4a). Insgesamt 
erhalt man dann als Kraft im Baume eines Volumenelementes, wenn beachtet wird, 
Geb Px je Meter Wirbellange gilt: 


- @€B= Pz 2) 84 dy (12) 


Diese Kraft ist naturgemaB mit Py, gleichgerichtet und in Abb. 4b eingetragen. 
Die Komponenten von Pz, stellt (9) und (10) dar. 


B. Massenkraft infolge axialer Strémung. 


Durch den Zylindermantel des Volumenelementes wird mit den Wirbeln Flissigkeit 
transportiert. Dieselbe Flissigkeitsmenge mu8 aus Kontinuitatsgriinden durch die 
gleiche Zylinderflache zuriickstr6men. Die axiale Geschwindigkeit dieser Fliissigkeit 
muB, da sie keinen Wirbelcharakter besitzt, dem Geschwindigkeitsprofil w folgen. 
Erstere wird daher beim Riickschreiten um —dy um den Betrag du abnehmen. 

Ingenieur- -Archiv II, 3. 17 


A Saeed a 5 = + ee ; ‘i ; e x a ; 3. i = iy ae ar ac “3 ie Deas 
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In axialer Richtung wird “dadurch, ahnlich den Ausfiihrungen auf S. 248, eine — 
Traigheitskraft auftreten, welche die gleiche Richtung wie w hat. Durch Anwendung 


der Gl. (9) kann die Tragheitskraft berechnet werden. Nur ist jetzt als Masse dm 


jene des Volumenelementes abziiglich jener der dort vorhandenen Wirbel einzusetzen. 
Das Verhaltnis letzterer zu ersterer sei v. Es ist dann ~ . 
dm = 2 (7 — y) mdy —(1— 2). 
Als Radialgeschwindigkeit W, der Flissigkeit ergibt sich unter Beachtung des weiter 
oben iiber die Kontinuitétsbedingung Gesagten, wenn das Volumen eines Wirbel- 
ringes (r—y)a®s*-2 und das je Zeiteinheit ein- bzw. ausstrémende Volumen 
Z (ry — y) 8? + 2 sel: = . 
: oe EAL Ye ae ee 
ec lpesy\ at (1 =o) ae 


Im Nenner kommt zum Ausdruck, da8& infolge des Wirbelvolumens nur die im Ver- 
haltnis (1 — x) verringerte Zylinderflache fiir die Riickstromung zur Verfiigung steht. 
Setzt man die berechneten Ausdriicke fiir die analogen Groen in (9) ein, unter Be- 
achtung, da8 W,’ = 0 ist, ergibt sich die axiale Tragheitskraft zu 


; Z ms? 
l1— «a 


dk =dm:- W, :w' = 2(r—y) m dy “(1 —2) ; ie 2(r— yy Zs u' dy. 
: (13) 
Auch in radialer Richtung tritt eine Tragheitskraft auf, denn die radiale Riickstrém- 
geschwindigkeit ist nicht konstant. Letztere ist jedoch so klein, daB die durch sie 
hervorgerufenen Tragheitskrafte vernachlassigt werden kénnen. In Abb. 4b ist die 
Kraft dK ersichtlich. as Pisa: 

Wird dK mit der axialen Komponente von dB: verglichen, so ist letztere, wie aus 
Gl. (13) bzw. (9) und (12) entnommen werden kann, gréBer, da W,’ positiv ist. 


C. Massenkraft infolge Wirbelauflésung. 


Aus spater erérterten Griinden ergibt sich, da8 sowohl die Zahl der Wirbel Z 
als auch die GréBe bzw. das Gewicht des Einzelwirbels mit dem Wandabstand y 
_ veranderlich ist. Was die Wirbelzahl 
anlangt, so wird diese kleiner, d. h. 
die Wirbel verlieren fortschreitend 
ihre Rotation und gehen in gewoéhn- 
liche Flissigkeit tiber. Da sie aber 
im Wirbelzustand gegen die Fliissig- 
keit die Relativgeschwindigkeit: W 
hatten und diese im Augenblick des 
Aufhérens ihres Wirbelcharakters 
verlieren, entsteht hierdurch eine 
Massenkraft. Deren GroBe berechnet 
sich folgendermafen: Je Zeiteinheit 
tritt in das Volumelement, Abb. 5, 


eine Wirbelmasse Bia ein, wenn Q 

Abb. 5. Volumelement von der Liinge 1 m, begrenzt : . : Be : 
durch zwei Zylinder mit den Radien r—y und das Gewicht Ces Ringwirbels ist. 
(r—y)—dy. Die Anderung dieses Ausdruckes 


Qe\' beim Weiterschreiten um dy, also 
aa dy stellt die Masse dar, welche im Volumenelement je Zeiteinheit ihren Wirbel-— 


er. boharaketsr und te Aint W verliert. Die sich daraus nee Massenkraft 
kann nach dem Impulssatz berechnet werden und ergibt sich zu 


dM = war *’ W dy. - (14) 


Diese Kraft ist parallel zu W und sacl in Abb. 4b eingezeichnet. Ihre axiale 
Komponente wirkt entgegengesetzt zur Hauptstrémungsrichtung. ~ 


D. Druckdifferenz. 


Auf die Stirnseite des Ro lokielomentec wirkt schlieBlich eine Kraft, die vom Druck- 
abfall der Strémung in axialer Richtung herriihrt. Ist die Druckdifferenz pro Meter 


Lange Ap, so ist diese Kraft 
dD = Ap 2 (r — y) a dy. 55) 


Die aufgezihlten Krafte miissen, damit Gleichgewicht herrscht, wieder aneinander- 


gereiht einen geschlossenen Linienzug ergeben. Es gilt demnach in vektorieller 


Schreibweise 


dB +dX +dM + dd =0. (16a) 


In Abb. “4b ist dies dargestellt. 

Wiirde Gl. (11) nicht auf einen Wirbel, sondern auch auf das Volumelement be- 
zogen werden, mite natiirlich die dort mit $$, bezeichnete Kraft ebenfalls in dB 
tibergehen und in Abb. 4a und 4b beide Werte gleich gro8 erscheinen. 


4. Gleichgewichtsbedingung. 
Die Gleichgewichtsbedingung fiir die auf einen Wirbel wirkenden Krafte wurde 


bereits durch Gl. (11) angegeben. Desgleichen gilt Gl. (16) als Ccepe cies 


bedingung fiir die Krafte auf das betrachtete ee oak 


A. Gleichgewichtsbedingung fiir den Wirbel. 


Es mégen nun die Komponenten der Gl. (11) fiir die radiale und axiale Richtung 
angeschrieben werden. Die ersteren Komponenten mégen durch einen Index 1, 


. letztere durch 2 gekennzeichnet sein. Werden die Beziehungen fiir $7, Bz und Pp 


gema&B den Gl. (4), (6), (10), (9) eingesetzt, ergibt sich fiir die radiale Richtung 


= fey ee acess — C4 Wy— mah W,W,' =0. (16) 
Auf die gleiche Weise erhalt man fiir die axiale Richtung 
4 Poy Aa Wy e08 a Sins Oh W,— See (u' + W,') = 0. ey 


Wird noch beachtet, daB W cosa = W,, Wsinx = W, und W? = W? + W,? ist, 
wobei die Bedeutung des Winkels « sich aus der Abb. 4a ergibt, erhalt man fiir die 
Gl. (16) und (17) ; 


2 UM 5 ier 2 W. : 
Se & Con W, eet Ws == Ot (18) 
2 ay’ 2 te , U 
ue nore i 0.1 W, ae ae Ws (u’ + W,') =0. 3 (18} 


In en ist C, ein unbekannter Wert. Er wird ae aus (18) und (19) eliminiert, 
worauf man nach einigen Umformungen nachstehende Beziehung erhalt: 


ef ety) Se (By, 0) 


uw’ Wi, W’ Tw : Wi, 
17* 


De Ta 


B. Gleichgewichtsbedingungen fir ein Flissigkeitselement. pee ey. 
Wird Gl. (16) fiir die Komponenten in radialer und axialer Richtung angeschrieben, — 


e erhalt man. mit (12), (18), (14), (15): 
[SS aeoe : , : 
o x ny Wy Wee) se ay ame seg (21) 
: g 1 ; 
; ’ Pp, . i 
aay Wars , a : et wu’ 
SSE ut Wa) 20 =) a 
———— : 3 
PRB, A 
+ G2" W, dy — Ap 2 (r—y) mdy = 0. a a (22) 
Fihrt man, wie weiter oben, W cos « = W,, Wsin« = W, und W? = W2 + W? 
ein, ergibt sich mit einigen kleinen Umformungen: = 
£2 Wy 20 — ya b+ SO, 0. (23) 
ony We! 2(r—y) 2B + @2! w,—Ap2(r—y)a =0. (24) 
= Eliminiert man aus diesen zwei Gleichungen (@Z)’, erhalt man — 
Rs tay ZW! TE )A =O 25 
(1 apy) — 40 = 0. gh 
: Wird hingegen aus (23), (24) der gleichfalls unbekannte Wert s*-z herausgeschafft, 
‘ findet man 
= (QZ) (1— W, Fe) Ws ts = ( }o 
- oe Wa Wea SG 


- 5. Energiebedingung: 


Um der gestellten Aufgabe naherzukommen, konnten bisher vier Gleichungen, — 
und zwar (18), (19), (23), (24) aufgestellt werden. Anderseits sind folgende GréSen 
als: unbekannt anzusehen: W,, W., u, s, Z, c, Cy. Die Abhangigkeit dieser GréBen 
insbesondere der Geschwindigkeit « von der Wandentfernung y, ist gesucht. 

Eine weitere Bedingungsgleichung findet sich, wenn der Energieumsatz der 
Strémung betrachtet wird. Um einige grundsatzliche Verhaltnisse naher zu erkennen, — 
moége zunachst der Gesamtumsatz in einem Rohr von 1 m Lange untersucht werden. 


<3 A. Gesamter Energieumsatz. 3 


Es mége das Gleichgewicht der Krafte auf einem Wasserzylinder vom Rohrhalb- 
_messer 7 und der Lange 1 betrachtet werden. Auf denselben wirkt als Differenzkraft 
der Stirnflachen 7? 2% Ap, auf den Mantel pro Quadratmeter Oberfliche die Schub- 
spannung t, oder insgesamt t, 272. Durch Gleichsetzung ergibt sich: 
ra dp =ty2ra. ‘eee (27) 
Nunmehr wird die pro Zeiteinheit im gleichen Volumen umgesetzte Energie be- 
trachtet. Die Arbeit der Druckkrafte pro Sekunde ist, wenn u,, die mittlere Strémungs- 
geschwindigkeit tiber den Querschnitt bedeutet, 4p w,, 72. Diese Energie wird auf- — 
gezehrt bzw. setzt sich in Warme um, und zwar auf zweierlei Arten. In nachster 
Nahe der Rohrwand ist keine Turbulenz vorhanden, die Schubspannungen werden 
infolge der Zahigkeit der Flissigkeit tibertragen. Dort findet eine Warmeentwicklung 
infolge der Arbeit der Zahigkeitskrafte statt. Ab einer kleinen Entfernung y, von 
der Wand werden jedoch die Zahigkeitskrafte keine Rolle mehr spielen, dagegen die. + 
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4  ‘Turbulenz voll eingesetzt haben. Hier findet dauernde Warmeentwicklung durch 
| teilweise Vernichtung der Energie der turbulenten Bewegung statt. Bedeutet also R, 
_ die Warmeentwicklung in der Randzone ‘R, im iibrigen Rohr, wird sein 


Ap tm =R, +R, - (28) aa 


; 

Die Warmeentwicklung in der Randzone ist einfach berechenbar, wenn man fiir diese 

3 Uberlegung die Annahme der laminaren Grenzschicht beibehalt. In dieser kann die 
‘Schubspannung 1,, als konstant angesehen werden. An der Grenzfliche zwischen Jeg 
3 laminarer und turbulenter Strémung herrsche die Geschwindigkeit u), Abb. 6. Dann Bes“: 
gilt fiir die Warmeentwicklung in der Grenzschicht pro Zeiteinheit 


= ; a Fr sigs 27 T+ Up. (29) 
q Mit Benutzung von Gl. (27) erhalt man dann: 
Ry = Ap rin: up. (30) 


SchlieBlich ergibt sich nach Einsetzen in: Gl. (28) auch die 
_ Warmeentwicklung je Zeiteinheit auBerhalb der Grenzschicht zu 
‘ Ry = Ap 2 x (Um — Up). (31) 
Diese beiden Bezeichnungen sollen nur abzuschatzen gestatten, 
wie die gesamte Warmeentwicklung verteilt ist. Da uw, groBen- | 
ordnungsmaBig ?/; w,, ist, sieht man, daB ungefahr zwei Drittel 
der ganzen Warmeentwicklung in der laminaren Schicht und 
‘ ein Drittel in der Kernstrémung erfolgt. 
_ ._. Wie auseinandergesetzt wurde, stammt die Warmeentwick- a 
lung aus der Druckenergie. Daraus darf aber keineswegs ge- ode Ge eeecloyindiee 
Ses : : : eitsverteilung und 
schlossen werden, da die in der laminaren Schicht frei werdende | Grongeatioht 
Warme aus dem Anteil der Druckenergie stammt, welche auf ‘ 
die zugehérige Stirnflache entfallt. Diese ware durch die Radien r und r— y, be- 
grenzt und gegeniiber 7? z vernachlassigbar klein. Es wird vielmehr die Druckenergie 
fast zur Ganze im turbulenten Teil aufgenommen 
und dort zu zirka ein Drittel in Warme und zu zwei 
Drittel in kinetische Energie der Turbulenz umge- 
setzt. Diese wandert aus dem Rohrinneren zum 
Rand, wo ihre Umsetzung in Warme erfolgt. 


3 
3 


a 
’ = 


B. Energieumsatz im Volumenelement. 


q Die bisherigen Uberlegungen gehen auf den = 
F inneren Mechanismus der Energieumsetzung noch Be 
nicht naiher ein. Um dies zu tun, ist es notwendig, <a 
__ wieder ein Volumelement von der Lange 1 m und der = 
| Di tres d ane 
Taeke dy she a. a : Md ey ee sd Abb. 7. Volumelement mit Teil eines ; 
Kantengeripp e- derse = Te a a ge eae ine Tangentialwirbels und dessen Rela- 3 
nimmt, findet durch die beiden Mantelflachen sowie  tiygeschwindigkeiten W, und W>. 
durch die Stirnflachen ein Energietransport statt. = 
Die Arbeit der Druckkrafte ist, wenn wu die Geschwindigkeit der Hauptstroémung an der 7 
Stelle y ist, dEp = Ap (r — y) 20° wdy. (32) = 
Diese Energie setzt sich nach den friiheren Ausfiihrungen zum Teil in Warme, zum eae 
Teil in Erhéhung der kinetischen Energie um. Es ist also f a 


3 . Ap (r — y) 2a udy = dB, + dE, (33) 


Zunachst moge die Warmeentwicklung berechnet werden. Geht man wieder unter 


Vorbehalt einer spateren Richtigstellung von der Hilfsvorstellung der konzentrischen 
Wirbelringe aus, haben diese gegeniiber der Hauptstromung eine radiale Geschwindig- 
keit W, und eine axiale Geschwindigkeit W,. Zwischen Wirbel und Hauptstrémung 
tritt je Meter Wirbellangé eine Zahigkeitskraft P, gema8 Gl. (6) auf. Im Volumen- 


element sind jedoch nach Gl. (11a) we Wirbelringe vorhanden. Diese leisten die 


Arbeit pro Zeiteinheit 
Pz ye (r—y)2n>W =Cs7 Wy © 9) 2% dy. 

Ferner wurde vorausgesetzt, daB das gesamte sekundliche Wirbelgewicht (Z - Q), 

genannt ,,Wirbelstrom“, auf Null in Rohrmitte abnimmt. Ks wird also an jeder durch 

die Wandentfernung y charakterisierten Stelle eine gewisse Wirbelmenge ihren 

Wirbelcharakter verlieren. Auf die Strecke dy entfallt daher ein Wirbelgewicht- 

verlust (Z Q)' dy oder, da die zugehérige Masse gegen die Flissigkeit die relative Ge- 


—(4Q@) 


, : Wd: P és 
schwindigkeit W hatte, ein Energieverlust 9 ieee) , der in Warme umgewan- 


delt wird. Das negative Vorzeichen ergibt sich, da (Z-Q) mit zunehmendem y abnimmt. 
Man erhalt demnach fiir die Umsetzung in Warme 

(2Q)' W? dy 
29 ‘ 

Nun werden die Anderungen der kinetischen Energie der in das Kantengerippe ein- 

und ausstrémenden Fliissigkeitsmengen betrachtet. Der Wirbelstrom tragt je Kilo- 


| diy = Cyn W? = 2 (r — y) x dy — (34) 
1 


as (wu aa W.)* WwW? / a aca 
gramm den _ Energieinhalt 29 si 2g? besitzt also den LEnergieinhalt 
: 2 2 33 
ZQ: Aa + ao} Die Anderung dieses Ausdruckes auf der Strecke dy 


ergibt die durch den Wirbelstrom verursachte Energieinderung im Kantengerippe zu 
_ | (a + We? WH\V’ 
(Ze | Tey } ac 


Aus Kontinuitatsgrinden mu8 die gleiche Fliissigkeitsmenge, welche in den 
auBeren Mantel des Kantengerippes eintritt, diesen wieder verlassen. Da es sich jetzt 
um wirbellose Fliissigkeit handelt, ist, wie schon weiter oben ausgefiihrt wurde, 
deren axiale Geschwindigkeit mit der Geschwindigkeit der Hauptstrémung w identisch, 
deren radiale Geschwindigkeit jedoch so klein, daB sie vernachlassigt’ werden kann. 

eS 2 x 
Die heraustransportierte Energie ist dann ZQ = Die Anderung dieses Wertes auf 
der Strecke dy liefert die durch die radiale Strémung bedingte Energieanderung 


im Kantengerippe und betragt: (Zes-) dy. , 


Die gesamte Anderung der kinetischen Energie dz im Kantengerippe ist demnach, 
da es sich um zwei Energiestréme entgegengesetzter Richtung handelt, 


70 | ee Vea eet eee 
20[ Sy + abl} dy (20 a5} dy =a. eh 
Quadriert man (wu + W,) und fithrt die Differentiation durch, beachtet man ferner, 
daB W? = Wi + W2 und W?’ = W,2’ + W,2’ ist, und streicht die sich aufhebenden 
Glieder, ergibt sich ‘ . 


/ 2 an , 
oy “Fs + Zoy 7 +205 +2Q eT _ oe (36) 


Nun kann (34) und (36) in (33) eingesetzt werden und es folgt nach Wegstreichen 


Peete Ae 
Ss : 
ns 


ne 


. gleicher 
einiger kleiner Umformungen . 
Apr —y) 200 = Cx W ap-2 (7 —y) a + (ZQY AE + 
1 


. Z 2 8? ne? (r — 
| FREER SY? tw Wy + Weel + WW] (37) 
Berechnet man aus obiger Gleichung den Wert Z, ergibt sich 
Va Ap (r— y)2 x 
O,n W?2(r—y)x . (2QYW ; (38) 


Der erste Ausdruck des Nenners in (38) kann umgeformt werden. Wenn man wieder 
aut Gl. (18) und (19) zuriickgreift, und in diesen C eliminiert, erhilt man 


W, , sayWiWy — W, say (uw + W,’) 
Cz Wt aw, ete terra Or) Wes g ae ee 
Nach einigen einfachen Umformungen ergibt sich hierfiir 
a : Cc : : 
WW, We + We) = — 282 (a + Wl + fe 
Multipliziert man schlieBlich beide Seiten der Gleichung mit SEE See Le ergibt sich 
: 2 x (r— y) 6} n w?2 ri ? 7] , ~ 
a, = — 2 (WW + Wa Wy +0 W). (7) 


Hierbei wird fiir den entsprechenden Ausdruck in der eckigen Klammer das Wirbel- 
gewicht Q eingefiihbrt. Fiihrt man (41) fiir das erste Glied des Nenners von (38) ein, 


kiirzt sich dieses gegen das zweite und dritte Glied der eckigen Klammer in (38). © 


Man erhalt schlieBlich ie Ap (r—y) 2x (42) 
sult —= ; W 7 Z 7 . 
rae ae aL 


Diese Gleichung gestattet demnach, die Wirbelzahl zu berechnen. Z ist eine 
in Randnahe steil, dann flacher abfallende Funktion. Wird sie in Achsennahe durch 
ihre Tangente ersetzt, ergibt sich ; 

Z=n(r—y). (43) 


Der Wert 7 ist hierbei eine Proportionalitatskonstante. 


6. Wirbelzahl: 
A. Gestalt der Wirbelfaden. 


Bisher wurde von der Annahme ausgegangen, daB die Wirbel konzentrische, 
koaxiale Ringe sind, die vom Rand zur Mitte wandern. Es wurde betont, daf dies 
eine Hilfsvorstellung sei, die der Wirklichkeit entsprechend anzupassen ist. 

Wie bereits eingangs erwahnt, ist, mikroskopisch betrachtet, auch eine glatte 
Wand als stark und regellos gezackte Fliche anzusehen. An so einer Flache konnen 
in der gleichen Ebene liegend Wirbelfaden axialer, tangentieller oder beliebiger Richtung 
entstehen. Letztere mégen derart durch solche in den zwei erstgenannten Haupt- 
richtungen verlaufende ersetzt werden, daB der Effekt unverandert bleibt. Man wird 
demnach die Gesamtheit der Wirbel als aus axialen und tangentiellen Komponenten 
bestehend ansehen kénnen. Letzteren wird das Entstehen der nach innen gerichteten 
Kraftwirkung zuzuschreiben sein, beiden Komponenten die auftretenden Massen- 
und Zahigkeitskrafte. Natiirlich kann es sich hierbei nur um eine Naherung handeln. 


Bildlich. gesprochen, wird demnach ein Wirbelnetz von der Begrenzungsflache in 


die Fliissigkeit einwandern. 


i E * 
eee ee i E 
=~ 


der Turbulenz. © 855 


Glieder, Ausdriicken des Wirbelgewichtes durch Q = 287? (r —y)y und 


Im Augenblick des Loslsenst dos Wirbelnetzes von der Oberfliche ante es. kee ad 
der stark veranderlichen Geschwindigkeitsverteilung der Hauptstrémung seiner 
Gestalt nach nicht stabil bleiben konnen. Unabhangig von der weiteren Form der 
Wirbelfaden kann die Vorstellung des Netzes weiter beibehalten werden, wenn durch 
entsprechende Wahl des Verhaltnisses der beiden Komponenten die Anpassung an 
die Wirklichkeit erfolgt. Dieses Verhaltnis wird daher im allgemeinen eine Funktion 
der Wandentfernung sein. £ 


B. EinfluB auf die Krafte am ‘Wirbel. 
Aus der Art der Entstehung der Wirbelfaden an der Wandfliche kann man an- 


- nehmen, da8 zu Beginn die axiale Komponente stark tiberwiegen wird. Daher wird, — 


wie weiter unten dargelegt, vor allem diese in Randnahe einen Verlust an Wirbel- 


~ masse erleiden, wahrend dann in der Folge die Abnahme axialer und LUE 2 


Wirbelmasse ungefahr gleichmafig erfolgt. 


Auf die Kraftwirkung gema8 Gl. (4) hat nur die tangentielle Komponente Einflu8. ~ 


Es mu8 daher, da die genannte Gleichung die Kraftwirkung von einem Meter eines 
beliebig verlaufenden Wirbelfadens darstellt, der Wert C aus dem Verhaltnis der 
Lange von tangentialer 7 zur Summe von axialer und tangentialer Wirbelkompo- 
nente A + 7' gebildet werden. Es ergibt sich also 


C = AdT ‘ Ce: P (44) 


-C, ist nunmehr eine Konstante. 


Ware nur eine tangentiale Komponente vorhanden, muBten die Wirbelfaden 
konzentrische, koaxiale Ringe sein, wie eingangs angenommen wurde. 
Auch die Wirbelzahl Z hat dem Vorhandensein von zwei Wirbelkomponenten 
Rechnung zu tragen. Ist Z, die Zahl der tangentiellen Komponenten, d. h. der Wirbelringe, 
so ist auch der Wirbolstram derselben proportional z). Der gesamte Wirbelstrom ist dann 


proportional z,- 4 as = , so daB in allen bisher bentitzten Gleichungen letzterer Aus- 
druck fiir Z gesetzt werden kann. Es ist also x 


Za Gye (45) 


Unter Zugrundelegung dieser erweiterten Bedeutung fir z gelten alle bisherigen 
Gleichungen unverandert weiter. 
Setzt man Gl. (45) in (44) ein, ergibt sich 


Z | 
; C = Zz > Cy. (46) 
Nunmehr moge der Ausdruck fiir C in Gl. (20) eingefiihrt und Z berechnet werden: 
Man erhalt demnach 2(W.\ ; 
Z $e =( Wi Zo Oo : E 
iecsias (1— Leste mae Cue 
wu’ Wi Wi.’ 


Es sind Griinde vorhanden, die Ausdriicke der Zahler in (47) und (42) gleichzu- 
setzen. Macht man diesen Ansstz und beriicksichtigt, da der Nenner in (47) eine 


mit y, insbesondere in Randnahe stark zunehmende Po Funktion ist, was be-- _ 


rechtigt 1 zu vernachlassigen, folgt: 


Uae m (r — y) 
Wa. ( _ Wi, \ (48) 
, uw Wy, W,’ 


Dies ist eine zweite Gleichung fiir Z, die gleichfalls bendtigt wird. 


ce Wirbelzahl und Witkelee wioht - 


" Sofort nach Beginn der Bewegung der Wirbel setzt auch deren Zerstorung ein. 
-Daran kann entweder schuldtragend sein, da8 die Rotationsenergie des Wirbelfadens 
durch die Zahigkeit des umgebenden Mediums aufgezehrt wird oder erstere wird 
durch das Zusammentreffen zweier Wirbelfiden aimuchtes. 

1. Randzone. In der Randzone werden beide Ursachen zutreffen und wird hier 
vor allem eine starke Abnahme der axialen Wirbelkomponente stattfinden, da diese 
im Gegensatz zur tangentialen Komponente, in ihrem Bestand nicht durch die Zu- 
nahme von w unterstiitzt wird. Im Rohrinneren, wo die tangentiale Komponente 
tiberwiegt, wird dementsprechend die Zerstérung hauptsachlich auf das Zusammen- 
treffen von Wirbelfaden zuriickzufiihren sein. 


Die Zerstérung der Wirbel auBert sich in einer Abnahme des Wirbelstromes (Z-Q) 


mit zunehmender Randentfernung y. Trotzdem erfolgt eine Zunahme des Gewichtes 
des Einzelwirbels Q, wie folgende Uberlegungen klarstellen, welche zunachst die Rand- 
zone betreffen mégen. 
_ Es werde die Zahigkeitskraft P,, Gl. (6), betrachtet, welche auf den Wirbelfaden 
und gleich groB aber entgegengesetzt gerichtet auf die umgebende Plissigkeit wirkt. 
Dadurch wird auf letztere ein Impuls iibertragen, welcher die Bildung einer ,,Fliissig- 
keitsschleppe“ hinter dem Wirbel veranlaft. Von dieser wird ein Teil ¢ von der Rotation 
des Wirbels erfaBt und vergréBert, so laufend dessen Gewicht. Die Gewichtszunahme G 
der Fliissigkeitsschleppe je Zeiteinheit und 1m Wirbellainge ergibt sich aus dem 
Impulssatz: he 


Pz =eG@: Wig. (48a) 
é ist eine Proportionalitatskonstante. Mit Gl. (6) folgt die Gewichtszunahme G,, 
des Wirbels , Ge HOG = 9 ECan. (49) 


Der Wert C, ist keine Konstante. Um seine GréfSe in Randnahe abzuschatzen, wird 
Gl. (40) herangezogen. Diese lautet unter Vernachlassigung von W,’ und W.' gegen 
w' und Multiplikation beider Seiten mit (r— y) 
On W? sty wu’ (r — y) 3 } 

(r— y) Woy (50) 
Der rechte Ausdruck ist nach der weiter unten entwickelten Gl. (60) eine Konstante. 
In Randniahe sind W, und W nur wenig veranderlich, werden dort als konstant ange- 
sehen, so daB bei ie gs tani daB W, ein negativer Wert ist, 

K, W. 
C,= pega ri (51) 

gesetzt werden kann, wobei K, eine Konstante ist. Die Gewichtszunahme eines 
Wirbelringes je Zeiteinheit, auf den ganzen Umfang bezogen, ist mit Gl. (49) 


a = Gy: (r— y) 2a =geC,n (r—y) 22a. (52) 
Wird hier Gl. (51) eingesetzt und beachtet, dab oS = W,Q’ ist, ergibt sich 


Q pees Pee 3 (63) 


Es ist also die Gewichtszunahme des Wirbels bei Fortschreiten in radialer Richtung 
um die Langeneinheit eine Konstante, die D genannt werden mége. Die Integration 


— jiefert bereits die Abhangigkeit des Wirbelgewichtes von y: 


Q=D-y+H#. | | (54) 
Die Integrationskonstante EH ergibt sich aus der Anfangsbedingung, nach welcher 
fir y = 0, Q praktisch auch gleich 0 ist, gleichfalls.zu 0. Q ist bekanntlich das Gewicht 


des aus tangentialen Komponenten gebildeten Ringes und kann aus Ringdurchmesser 
und Wirbelfadendurchmesser gema Q = 2 (r — y) n® 8? y leicht berechnet werden. 
Man erhalt dann fiir Gl. (54) mit einer neuen Proportionalitaétskonstanten F 


da Seared) bat hea =) 408) 


2. Innenzone. Wenn nun die Verhaltnisse in gréBerer Randentfernung betrachtet 
werden, wird dort, wie schon erwahnt, in steigendem MaBe an der Zerstérung der 
Wirbel das Zusammentreffen zweier Faden entgegengesetzter Drehrichtung schuld- 
tragend sein. In diesem Falle verschwinden je ZusammenstoB zwei Wirbel. Treffen 
hingegen gleichsinnig rotierende Wirbelfaden zusammen, verschmelzen diese zu einem 
Wirbel mit doppelter Masse. Dies mu8 man hier in weit héherem Umfang als in 
Randnahe annehmen, denn es treffen sich hauptsachlich tangentielle Wirbelkomponen- 
ten entlang Erzeugender, im Gegensatz zur Randzone, wo beide Komponenten vor- 
~handen sind und daher die Beriihrung mehr in Punkten erfolgt. Letzterer Vorgang 
fiihrt wohl auch zu einer Zerstérung der Wirbel, aber nicht zu einer gleichzeitigen 
VergroBerung derselben aus der eigenen Masse heraus. 

Beim Zusammentreffen von 2 gleichsinnig rotierender Faden in der Innenzone hat 
nach obigem die Wirbelzahl um 1 abgenommen, das Wirbelgewicht um 1 zugenommen. 
Da das Treffen gleich oder verkehrt rotierender Wirbel dieselbe Wahrscheinlichkeit 
hat, wird demnach bei zwei Zusammentreffen eine Abnahme der Wirbelzahl um 
3 und eine Zunahme des Wirbelgewichtes um 1 stattgefunden haben. 

Es muB jedoch festgehalten werden, da auch beim Zusammentreffen gegen- 
-sitzlich rotierender Wirbel nicht unbedingt eine Auflésung beider Wirbel stattfinden 
muB, denn die Wirbelintensitaiten beider werden nicht gleich sein. Es wird daher 
auch in diesem Falle ein Teil der Treffen zu einer Verschmelzung von zwei Wirbeln 
zu einem neuen, doppelt so schweren, allerdings mit verminderter Rotation fiihren. 
In diesem Falle wiirde demnach bei zwei Zusammentreffen die Wirbelzahl um 2 
abgenommen, das Gewicht der beiden verbliebenen Wirbel um 2 zugenommen haben. 
Unbeschadet der wirklichen Verhaltnisse folgt aus vorstehendem, daB die Gewichtsver- 
minderung des Wirbelstromes durch Abnahme der Wirbelzahl und die Gewichtserhéhung 
des Einzelwirbels einander zugeordnet bzw. proportional sind. Es ist also 


ZQ=—4Q'Z. (56) 
Der Proportionalitatsfaktor « ware im ersten Grenzfall 3, im zweiten 1. Es kann 


vermutet werden, daf er in Wirklichkeit zwischen diesen Werten liegen wird. - 
_ Anderseits ist: ° ; 


(7Q) =Z7’'Q4+Q'Z. 
Wird Gl. (56) eingesetzt, erhalt man schlieBlich nachstehende Beziehung: | 
(ZQ) =—Q'Z(a—1). Bias 3) 


Die Gewichtszunahme aus der Fliissigkeitsschleppe heraus ist fiir das Rohrinnere, 
wie Gl. (50) in (52) eingesetzt mit W, +0 zeigt, vernachlassigbar. 


7. Die Geschwindigkeitsverteilung. 
A. Beriicksichtigung der Zahigkeit. 


Um die Geschwindigkeitsverteilung im Rohr kennenzulernen, wurden bereits 
die Kraftverhaltnisse an einem ringférmigen Volumelement nach Abb. 5 betrachtet. 
In allernachster Wandnahe wird auch die Zahigkeit der Fliissigkeit eine Rolle spielen, 
derart, das sie bremsende Krafte hervorruft. Es mége noch unter Beriicksichtigung 
dieser das Kraftespiel betrachtet werden. . ; 


oe, 


zy m4 —— 
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Die auf den AuBeren Mantel des Volumelementes wirkende Zahigkeitskraft ist 
2a(r—y)nu. Auf den Innenmantel wirkt entgegengesetzt gerichtet die Kraft 

2 a (r —y)nu +d[2a(r—y)nu'}. Die resultierende Zihigkeitskraft ist axial ee 
gerichtet, Abb. 8, und betrigt: ee 


. dV =—2xn[(r—y)u'] dy. (58) Late i Ae 
: : g ; ‘ Za | > 
Wiirde man in der Gleichgewichtsbedingung der Krafte obigen Aus- < ; wa 
druck beriicksichtigen, ergibt sich statt Gl. (16) in vektorieller Schreib- Mi na a 
weise nachstehende Beziehung: Ny ; | Ba 
\ | aes, - 
ia, dB + dX + dM + dd + dB =o. (89) iets : 
Wie eine gré8enordnungsmiBige Abschatzung zeigt, ist eine Beriick- aun +2 3 
sichtigung der Zahigkeitskrafte nur in unmittelbarster Randnahe er- be 
forderlich. An der AuBenseite dieser Schicht kénnen sogar die av 
Turbulenzglieder vernachlassigt werden, so da8 man fiir dieses Gebiet Abb. 8. Krit 
der bekannten laminaren Geschwindigkeitsverteil k t eee f 
zu der schwindigkeitsverteilung kommt. auf die umge- ; 
- bende Flissig- ee 
B. Geschwindigkeitsverteilung im Rohr. keit bei Bertick- 4 
= : : ; sichtigung der ae 
Fiir die weiteren Untersuchungen, welche das turbulente Gebiet Zahigkeit. <a 
_ umfassen, wird der Einflu8 der Zahigkeit auBer acht gelassen. ; Zo 
: Es mége demnach in der Folge auf die Gl. (25) zuriickgegriffen werden. Diese Z 
__lautete: &ayZ We’ (a On! Ts) ee ee 3 
g WW, > 
Hier sieht man, da der Ausdruck VW,’ ( 1— uss aid +) auch in Gl. (48) vorkommt. aS 
Lit 3 
Eliminiert man ihn mit Hilfe dieser, so fallt auch Z weg und es folgt bei Zusammen- san 
fassung der Konstanten in H: ; ea 
. eu’ (r—y) = H. * (60) a 
Nunmehr wird in (60) Gl. (55) eingefiihrt und es folgt mit HF = L . Be 
yu'—L=0. (61) Bs 
Die Integration fiihrt schlieBlich mit H als Integrationskonstante zur gesuchten a 
Geschwindigkeitsverteilung im Rohr: 
: u=Diny+d. (62) 
Bezeichnet man weiters mit uw, die Geschwindigkeit an der Stelle, ab wo der Einflu8 a 
der Zahigkeit keine Rolle mehr spielt, d. h. am Innenrand der Grenzschicht, mit yp eas 
die dazugehérige Wandentfernung und fithrt dieses Wertpaar als Randbedingung a 
ein, erhalt man 
. C= Lin-- + Up. (63) Beer 
0 \ ae 
; Dies ist die bereits von v. Karman" und Prandt!? auf Grund von Dimensionsbetrach- e 
tungen bzw. Annahmen iiber den Mischweg abgeleitete Geschwindigkeitsverteilung. a 
Das logarithmische Geschwindigkeitsverteilungsgesetz gilt mit Ausnahme des _ i: 
- Bereiches in Achsennihe iiber den ganzen Querschnitt. Das Gesetz ist durch die i 
_ Messungen von Nikuradse’ u. a. experimentell weitgehend sichergestellt. x! fe, 
: In Rohrmitte wiirde die logarithmische Geschwindigkeitsverteilung zu einem Knick a 
aa Geschwindigkeitsprofil fiihren. In Wirklichkeit ist aber dort die Tangente an a 
16 Mies We Karman: Mechanische Ahnlichkeit und Turbulenz. Nachr. Ges. Wiss. Géttingen, . * 
math.-physik. Kl. 58 (1930). cer 
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das Geachwianiecenenretl eine haren ele Line “‘Tatsachlich fiihrt d 
Theorie fiir das achsennahe Gebiet zu einer solchen Geschwindigkeitsverteilung, 
und zwar zu einer schon vor langerer Zeit von Darcy® empirisch gefundenen Form. 


C. Geschwindigkeitsverteilung in Achsennahe. 
Wenn man in Gl. (56) den Faktor «, der, wie dargelegt, zwischen 1 bis 3 een 
kann, mit 2 ansetzt, lautet diese: ‘ ; 


Z'Q=—29'F : = = ee 


Die Beziehung fiir Z in Achsennahe wurde schon friiher mit (43) berechnet. Ihre Sa 
Ableitung lautet: : 
Z=—n. . (65) 
Wird diese Gleichung und (43) in (65) eingefiihrt, erhalt man: , 
—nQ =—2Q'n(r—y). ey 
Nach Integration mit In H als Integrationskonstante folgt: 
ES. 2n@=—In¢—y) +InH =n. (66) _ 


- Das Wirbelgewicht ist Q = 2 (r— y) 2’ 8’? y, so daB man nach Wegschaffen des 
Logarithmus mit entsprechend geanderter Konstante erhalt: 


s? (r Coen: y) = 67 
Vr—y ae 
Wird mit Hilfe dieser Gleichung der Ausdruck S-(r — y) aus Gl. (60) eliminiert, 


folgt mit einer neuen Konstanten J = = die Differentialgleichung 


‘ | ae = J. (68) 


Die Integration liefert mit der Integrationskonstanten Cy) den Ausdruck 


—22 Gay) taut G (69) 


-Wird als Randbedingung fiir y = 7, vw = Ugax eingefiihrt, erhalt man schlieBlich 


7 me. 3 ” ote ty 
ve US Uma ey) ‘= (G0) 


Dies ist, wie eingangs erwihnt, die bereits experimentell von Darcy gefundene 
Form der Geschwindigkeitsverteilung, welche von der Mitte bis zu etwa zwei Drittel 
des Halbmessers in sehr guter Ubereinstimmung mit der tatsachlich gemessenen 
Geschwindigkeitsverteilung steht.2 Diese Kurve hat dann in Rohrmitte eine > how. 


zontale Tangente. : , 

a. Es wird demnach mit Ausnahme der unmittelbar am Rand liegenden Zone die 
>a Geschwindigkeitsverteilung zunachst ausschlieBlich durch Gl. (63) beschrieben. In 
a einem anschlieBenden Bereich wird Gl. (63) und (70) gelten, wahrend in Achsennahe ~ 

e: ausschlieBlich Gl. (70) anzuwenden ist. 
ae (Eingegangen am 18. Mdrz 1947.) 


~ 2 S pevebaliches. . 
Personliches. | 
Eduard Dolezal zum 85. Geburtstag. 


Die auBergewohnliche Not der Zeit soll uns nicht hindern, jenes Mannes zu gedenken, der 
mit Recht als der Nestor des ésterreichischen Vermessungswesens bezeichnet werden kann und 
dessen Verdienste so umfassend und vielgestaltig sind, da&8 der Name Dolezal weit wher die 
Grenzen unserer Heimat hinaus in der internationalen Fachwelt geschitzt und gewiirdigt wird. 
Hofrat DolezZal ist einer der hervorragendsten Gelehrten in seinem Fache und begriindete seinen 
internationalen Ruf durch die Verfassung vieler bedeutender und grundlegender Werke des Ver- 
messungswesens. In hohem Mage hat er unter anderem zur Entwicklung und zu dem ungeahnten 
_ Aufschwung des modernsten Zweiges der Geodiisie, der Photogrammetrie, beigetragen und hat 
die iber fast alle europiischen Staaten verbreitete Internationale Gesellschaft fiir Photogrammetrie 
begrindet, die ihn zu ihrem Ehrenpriisidenten ernannt hat. Dank der Photogrammetrie ist es 
heute méglich, photographische Gelindeaufnahmen, die mit photographischen MeSkammern 
gemacht werden, in topographische Karten umzuwandeln, ein Vorgang, der mit Hilfe von eigenen 
Apparaten automatisch erfolgen kann. Dieses Verfahren wird mit besonderem Vorteil in solchen 
Gebieten angewendet, die schwer zugiinglich sind; wie im Hochgebirge, in unkultivierten Lindern, 
Urwialdern usw. Aber nicht nur zur Vermessung der Erdoberflache, sondern auch fiir viele andere 
_ Wissensgebiete, wie Architektur, Medizin und Meteorologie, wird die Photogrammetrie mit oft 

geradezu verbliffendem Erfolg herangezogen. 


Hofrat DoleZal hat sich auch in hervorragendem Mafe auf den verschiedensten Gebieten 
organisatorisch betiitigt; er wurde schon im alten Osterreich bei den mannigfaltigsten Fragen 
des Unterrichtswesens sowie seines Fachgebietes von den betreffenden Ressortministern als Be- 
rater herangezogen. Ihm ist auch in erster Linie die Zentralisierung und Vereinheitlichung des 
staatlichen Vermessungswesens, die in der Schaffung des Bundesvermessungsamtes zum Ausdruck 
kam, zu danken. Diese Reform ist fiir viele andere Staaten vorbildlich geworden und stellt eine 
_restlos gelungene Verwaltungsreform im neuen Osterreich dar. 


Dem Gelehrten, der sein Lehramt durch 44 Jahre ausiibte und der eines der angesehensten 
Mitglieder des Professorenkollegiums der Wiener Technischen Hochschule war, sind vielfach in- 
und auslandische Ehrungen zuteil geworden, unter anderem wurden ihm die Wiirde eines Ehren- 
senators der Technischen Hochschule in Wien sowie die Ehrendoktorate der Hochschulen in 
Aachen, Briinn und Leoben verliehen und anlaBlich seines 70. Geburtstages fanden sich prominente 
Persénlichkeiten aus aller Welt, darunter der friihere Ministerprasident der franzésischen - Re- 
publik Painlevé, in Wien ein, gewiB ein sichtbarer Beweis der internationalen Anerkennung und 
Wertschatzung DoleZals. 


DoleZal wurde im Jahre 1862 als Sohn eines Webers und Kleinwirtschaftsbesitzers in Mahrisch- 
Budwitz geboren, iibersiedelte aber schon in jungen Jahren mit seinen Eltern nach Wien. 


In Wien absolvierte DoleZzal trotz der dirftigen Verhaltnisse, in welchen zu leben er ge- 
zwungen war, mit ausgezeichnetem Erfolge seine Studien an der Technik und Universitat und 
wurde im Jahre 1887 Assistent fiir Praktische Geometrie an der Lehrkanzel des Professors Schell 
an der Technischen Hochschule in Wien. Zwei Jahre spater erhielt er eine Berufung als Lehrer 
an die in Sarajevo neu errichtete Technische Mittelschule. Nach sechsjahriger, an Erfolgen und 
Anerkennung reicher Tatigkeit kehrte Dolezal 1896 an die Technische Hochschule in Wien zuriick, 
wo er als Konstrukteur auch mit der Abhaltung von Vorlesungen tiber Photogrammetrie betraut 


wurde. Drei Jahre spater finden wir in bereits als o. 6. Professor fiir Darstellende Geometrie _ 


und Praktische Geometrie an der Bergakademie in Leoben. Auf Grund seiner glinzenden Erfolge 
als Lehrer und seiner hervorragenden wissenschaftlichen Arbeiten hatte er sich ein solches Ansehen 
in wissenschaftlichen Kreisen erworben, da er im Jahre 1905 als Nachfolger seines hochgeschatzten 
Lehrers, des Professors Schell, an die Technische Hochschule in Wien berufen und schon nach 
drei Jahren vom Professorenkollegium zum Rector magnificus gewahlt wurde. 

Die rastlose und aufreibende Tatigkeit, die DoleZal in den nun folgenden Jahren nicht nur 
als Lehrer, sondern auch als Konsulent zweier Ministerien, als Mitglied und Leiter vieler wissen- 
schaftlicher Kérperschaften und Kommissionen ausgeiibt hat, nétigten ihn, aus Gesundheits- 
ricksichten im Jahre 1930 zum gro8ten Bedauern aller beteiligten Kreise in den Ruhestand zu 
treten. Wahrend seiner langjihrigen Lehrtitigkeit hat sich DoleZal die warmsten Sympathien 
seiner Hérer erworben, die nicht nur mit Begeisterung seinen stets fesselnden Vortragen folgten, 
sondern die in ihm, dex stets fiir das Wohl seiner Schiller, besonders der Bediirftigen, besorgt war, 
auch ihren viiterlichen Freund und Berater verehrten. Er, dessen eigene Studienzeit von nicht 
geringen materiellen Noten umschattet war, konnte wie kein anderer dieselben auch bei seinen 
Schilern nachfihlen und betreute sie im wahrsten Sinne des Wortes auch nach besten Kriften. 


+ 
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Noch heute ist es sein sehnlicher Wunsch, da8 das von ihm seit langem geplante Studenten- 
heim im ehemaligen Theresianum mit Platzen fiir 250 bedirftige und wirdige Horer der Tech- 
nischen Hochschule in Wien eingerichtet werde. 

Professor DoleZal verfolgt auch jetzt noch mit standigem Interesse und regster Anteilnahme 
Gedeih und Geschick des gesamten Vermessungswesens und es ist zu hoffen, da8 er noch lange in 
seiner bisherigen geistigen und kérperlichen Frische zum Besten der Wissenschaft und zum Wohle 
des Vaterlandes wirken werde. 


Buchbesprechungen. 


Gasturbinenkraftwerke. Ihre Aussichten ftir die Elektrizitatsversorgung. Eine 
Studie. Von DL. Musil. Mit 52 Textabb., V, 109 S. Wien: Springer-Verlag. 1947. In Oster- 
reich: § 27.—. Im Ausland: sfr 12.—. 

Die Gasturbine gilt als moderne Kraftmaschine, da sie erst in jimgerer Zeit — zunachst auf 
Sondergebieten — praktisch verwertbare Ergebnisse aufweisen konnte. Sie hat sich in erster 
Linie als Hilfsmaschine durchsetzen kénnen, bei welcher die Frage nach dem Wirkungsgrad 
nicht zu sehr ins Gewicht fallt, doch war der Weg zu weiteren Anwendungsméglichkeiten durch 
die Theorie klar gewiesen: Verbesserung der Einzelwirkungsgrade der am GasturbinenprozeB 
beteiligten Strémungsmaschinen, Steigerung der Spitzentemperatur des Kreisprozesses, da diese 
den thermischen Wirkungsgrad bestimmend beeinfluBt, d. h. deren sichere Beherrschung durch 
hochwarmfestes Material bzw. Kihlung, die Anpassung an brennstoffbedingte Voraussetzungen 
und die Beriicksichtigung der betrieblichen Anforderungen in bezug auf Regelung. Nun hat die 
allgemeine Weiterentwicklung auf den Gebieten der Strémungsforschung einerseits, die metallur- 
gische — und in Ansatzen auch die keramische — Werkstoffentwicklung anderseits die beiden 
ersten Forderungen soweit erfillt, daB ein aussichtsreicher Ausgangspunkt fiir die Anwendung 
der Gasturbine als Kraftmaschine gegeben erscheint. In der Tat haben im Ausland eine Reihe 


_ von Anlagen die Erprobung teils schon mit gutem Erfolg hinter sich, teils wird mit voller Kraft . 


% 


die weitere Entwicklung der Gasturbinenverfahren und ihre Verwirklichung verfolgt. Zudem 
haben die auf besonderen Gebieten vorgetriebenen Entwicklungsarbeiten (z. B. Abgasturbinen, 
Strahltriebwerke, Veloxkessel) konstruktive und betriebliche. Erfahrungen vermittelt, so daB 
der Schritt zur Durchfiihrung groBzigiger Projekte keineswegs als spekulativ angesehen werden 
kann. Bei diesem Stand ist es geboten, fir Kraftwerksplanungen die neuen Méglichkeiten gegen- 
iiber den bisher iblichen Lésungen in Betracht zu ziehen. 

Die reiche Erfahrung, die der Verfasser an verantwortungsvollem Platz in der Planung von 
kalorischen Kraftwerken erworben hat (vgl. z. B.: Musil, L., Die Gesamtplanung von Dampf- 
kraftwerken, Springer-Verlag, Berlin, 1942), 148+ ihn dazu berufen sein, mit seiner Studie die 
Diskussion zu eréffnen. . 

Ausgehend von der beschrankten Moéglichkeit, durch schrittweise Weiterentwicklung der 
Dampfkraftwerke noch zu einer Verbesserung tiber den derzeitigen Stand hinaus gelangen zu 
kénnen, wird auf die bedeutenden Schwierigkeiten hingewiesen, mit welchen man bei diesen zu 
rechnen hat: Kesselseitig durch die Verwendung jener minderwertigen Brennstoffsorten, auf 
welche die Krafterzeugung auf Grund volkswirtschaftlicher Erwigungen abgedringt werden | 
mus, kihlwasserseitig durch den groBen, oft nicht mit einfachen Mitteln zu deckenden Bedarf 
und von der betrieblichen Seite her durch die Uniibersichtlichkeit und Empfindlichkeit der ver- 
wickelten Schaltungen, auf welche die hochgedriickten Anforderungen punkto Wirkungsgrad 
fiihren muBten. Demgegeniiber kann man vom Gasturbinen-KraftprozeB bei mindestens gleich- 
guten, in absehbarer Zeit aber wohl wesentlich besseren Gesamtwirkungsgraden eine bedeutende | 
Vereinfachung der Anlage und weitgehende Freiheit in der Wahl des Brennstoffes erwarten. 
Nach groBliniger, durch klare Schaltpline unterstiitzter Darstellung der in Betracht kommenden — 
Verfahren — es entspricht der Aufgabenstellung, da8 auch die kombinierten Gasturbinen-Dampf- 
prozesse behandelt werden — findet man die magebenden Faktoren einzeln analysiert und ihre 
Auswirkungen nach dem derzeitigen Stand abgewogen. Eine gro8e Zahl von Diagrammen ver- 
anschaulicht die in Formeln hergeleiteten Erkenntnisse.. Der Ubersichtlichkeit wird auch dadurch 
gedient, daf auf konstruktive Kinzelheiten nicht naiher eingegangen wird, sondern nur knappe 
Hinweise auf diesbeziigliche Entwicklungen erfolgen. Besonderes Augenmerk ist der weit- 
gespannten Variationsméglichkeit der Brennstoffe gewidmet, wobei die speziellen Fragen der 
Vergasung, Trocknung, Rohgasreinigung sowie die Chancen der Wertstoffgewinnung eingehend — 
erortert werden. Literaturangaben verweisen hauptsiichlich auf europiische Quellen und -auch 
da vorwiegend auf jenen engeren Sektor des Gasturbinenbaues, welchem die Studie dienen soll. 
Es ist jedoch unbedingt am Platze, darauf hinzuweisen, da die Bedeutung des vorliegenden 
Biichleins tiber den vom Verfasser selbst gesteckten Rahmen hinausgeht. Eine groBe Zahl von 
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dsterreichischen Fachleuten hat in den vergangenen Jahren an den wichtigsten Entwicklungs- 
arbeiten fir die Gasturbine mafgeblichen Anteil gehabt, was durch eine Reihe von Veréffent- 
lichungen in den ésterreichischen Fachzeitschriften nun zum Teil seinen literarischen Niederschlag 
findet. Gelingt es, einen Kristallisationspunkt fiir gemeinsame Verwaltung und Verwertung dieses 
Wissens zu schaffen, so wire damit ein neuer Beitrag zur Weltgeltung der ésterreichischen Technik 
verbirgt. Es ist zu wiinschen, daB eine solche Anregung durch die weite Verbreitung der Studie 
von L. Musil geférdert wird. . H, Korst, Wien. 


Die neue Theorie des Stahlbetons auf Grund der Bildsamkeit im Bruchzustand. Von R. Saliger. 
Zweite durchgesehene und ergiinzte Auflage. Mit 56 Abb., X, 1108. Wien: F. Deuticke. 
1947. §$ 27.—. 


Welch groBes Interesse das neue Werk des dste.reichischen Altmeisters der Stahlbetonlehre 
in Fachkreisen gefunden hat, wird durch die Tatsache am besten dargetan, da8 noch im gleichen 
Jahr 1947 die zweite, etwas erweiterte Auflage herausgebracht werden konnte. In gewohnt klarer 
und tibersichtlicher Weise wird nicht nur das Gedankengut des vergangenen Jahrzehnts dargestellt, 
sondern auch eine ganze Reihe neuer Erkenntnisse aus dem Verhalten des Stahlbetons im Bild- 
samkeitsbereich gewonnen, die Erscheinungen wissenschaftlich unterbauen, die wohl schon lange 
bekannt waren, mit Hilfe der Elastizititstheorie aber nicht voll geklirt werden konnten, wie 
etwa der Spannungsverlauf bei Ri®bildungen in Zuggliedern und Balken. 

» Die Betrachtung des Stahlbetons im Bruchzustand erfordert ein genaueres Eingehen auf 
die Gesetzmifigkeiten, die zwischen Belastung und Forminderung bestehen. Im ersten Ab- 
schnitt werden diese GesetzmaBigkeiten in mathematische Formeln gebracht, die den spateren 
Entwicklungen zugrunde gelegt werden. Der Vorteil der neuen Theorie zeigt sich schon bei Er- 
mittlung der Haftlingen der Stahleinlagen, die in Abhangigkeit von den Baustoffeigenschaften, 
ausgedriickt durch das Verhaltnis £,-Stahlstreckspannung : Prismenfestigkeit, dargestellt werden. 

Im zweiten Abschnitt tiber zentrisch belastete Druck- und Zugstibe, deren Berechnung im 
Bildsamkeitsbereich schon Eingang in die Din 1045 gefunden hatte, wird gezeigt, da8 der héher- 
wertige Stahl nur mit hoherwertigem Beton zu kombinieren ist, da’ die Umwehrung von um- 
schnirten Saulen erst im Bildsamkeitsbereich voll zur Wirkung kommen kann und da8 das 
Schrumpfen des Betons zufolge Schwinden und Kriechen zu Spannungsverlagerungen vom Beton 

auf die Stahleinlagen fihrt. Fir die Saéulenknickung werden Knickzahlen und Schlankheits- 
grenzwerte entwickelt. Im AnschluB an die Berechnung von Zuggliedern wird die Theorie der 
RiBbildung bei reiner Zugbeanspruchung und zufolge des Schwindens entwickelt. 

Fir die Erfassung der Spannungen des Stahlbetonbalkens im Bruchzustand werden im dritten 
Abschnitt die Arbeitslinien des Betons und Stahls idealisiert. Die Giltigkeit des Hookschen 
Gesetzes wird bis zu ?/,o, und erst dartiber hinaus Bildsamkeit des Betons angenommen.’ Das 
Spannungsverteilungsgesetz in der Balkendruckzone wird durch den Beiwert k = 0°85 derart 
beschrieben, daB die resultierende Druckkraft D = k-b:+ «+o, und ihr Abstand vom Druck- 
rand y = 0°5-k- x gesetzt wird. Die Festlegung dieses Beiwertes mit 0°85 erfolgt ohne Beriick- 
sichtigung der Stauchfahigkeit des Betons, die der Verfasser zwischen 2 und 8- 10~* schwankend 
angibt. Die Arbeitslinie des Stahls wird in Gerade zerlegt, die bis zur unteren Streckgrenze mit 
konstantem ZH, im Streckbereich mit konstantem o, und im Verfestigungsbereich durch eine 
ansteigende Gerade zur 1‘3fachen Streckspannung mathematisch erfaBt wird. Die Tatsache, 
da& dem héherwertigen Stahl ein kirzerer Streckbereich zugeordnet ist, wird benitzt, um die 
oberen Streckgrenzen zwischen den Streckspannungen 2400 und 7200 kg/cm® geradlinig einzu- 
schalten. Mit diesen idealisierten Spannungs-Dehnungsgesetzen werden die Spannungszustande 
fiir starke, mittlere und schwache Bewebhrung, letztere unterteilt fiir Staéhle mit und ohne Streck- 
bereich, untersucht und in Diagrammen anschaulich dargestellt. Im Anschluf an Untersuchungen 
iiber die RiBbildung werden bemerkenswerte Erkenntnisse tiber die Abhangigkeit der Anrib-. 
spannungen, Rifweite und RiBabstiinde vom Bewehrungsanteil, Haftwiderstand und der Beton- 
giite gewonnen und dargelegt, da die Stahlspannungen, verursacht durch die Ri®Bbildungen, 

- wellenformig zu- und abnehmen. Daraus werden die méglichen Héchstspannungen der Bau- 
stihle im Verfestigungsbereich abgeleitet und damit die aus Versuchen schon lange bekannte 
Tatsache der Hebung der Streckspannung beim Balkenbruch auf o,, = 1-1 bis 1:3 6, erklart. 
Die gute Ubereinstimmung der nach der neu entwickelten Theorie ermittelten Momentenfahig- 
keiten mit den Messungen an Versuchsbalken wird in zwei Schaubildern dargestellt und in einer 
anschlieBenden Kritik dargelegt, da8 nur die gleichzeitige Berticksichtigung der Bildsamkeit 
von Beton und Stahl zur richtigen Erfassung des Bruchzustandes im Balken fihrt. Ein Ver- 
gleich dieser Momentenfihigkeiten mit den nach dem Elastizitatsverfahren errechneten fihrt 
zu der Folgerung, da8 die Betonrandpressungen nach Zustand II kein Ma8 fir die Balkensicher- 
heit darstellen. Nach einem Vergleich der nach Zustand II errechneten Biegedruckfestigkeit 
mit der echten Biegedruckfestigkeit, die gleich der Prismenfestigkeit ist, wird vorgeschlagen, 


die an stark bewehrten Balken ermittelte Prismenfestigkeit als MaB der Betongiite festa ge ae 


Die Bemessung wird auf die gewohnte Form h = a \/ fsa gebracht, worin die Héhenziffer a 


b-o 

yom Produkt $m abhingig gemacht ist. Tafeln fir Héhenziffern, Nullinienabstaénde, Hebel- 
arme und Momentenfahigkeiten sollen die Rechnung vereinfachen. In einer weiteren Tafel werden 
die Grenzbewehrungen, iiber welche hinaus eine nennenswerte Steigerung der Tragkraft nicht 
mehr erreicht werden kann, in Abhangigkeit von den Baustoffgiiten zusammengestellt. Die 
zweite Auflage bringt anschlieBend ebensolche Betrachtungen tiber die Mindestbewehrungen 
und die Berechnung des druckbewehrten Rechteckquerschnittes. Abgeschlossen wird dieser 
Abschnitt mit der Berechnung.der Plattenbalkenquerschnitte. 

Der vierte Abschnitt zeigt die Berechnung exzentrisch gedriickter Rechteck- und Platten- 
balkenquerschnitte sowie beliebig gestalteter, einachsig symmetrischer Querschnitte. 

Im folgenden Abschnitt wird auf Grund der Auffassung des Stahlbetonbalkens als Fachwerk- 
triger die Frage der Schubbewehrung behandelt und auch auf die Druckbeanspruchungen des 
Stegbetons und auf den Einflu8 von Querpressungen auf die Hauptspannungen und damit auf 
die Schubbewehrung eingegangen. 


Der sechste Abschnitt zeigt den Weg zur Berechnung der Formanderungswinkel im bildsamen 
Bereich und kommt tber den Begriff der FlieBgelenke zur Erkenntnis, daB die Kraftwirkungen 


innerhalb gewisser Grenzen vom schwacheren Bauteil auf den starkeren verlagert werden. Beim 
idealen Bauwerk, bei welchem alle stark beanspruchten Teile gleichzeitig in den bildsamen Bereich 


kommen sollen, wird daher kein Fehler gemacht, wenn die Berechnung statisch unbestimmter : 


Tragwerke nach den bewahrten Methoden fiir den Zustand I erfolgt. 


Tm siebenten Abschnitt werden nach einer Zusammenfassung der Ergebnisse der neuen Theorie 


Vorschlige fir die Bestimmungen zur Berechnung von Stahlbeton gemacht und die Vorschriften 
fir Stahlbeton in der Sowjetunion, die auf der Berechnung des Stahlbetons im bildsamen Bereich 
basieren, kurz besprochen. = 

- Auf sehr knappem Raum hat der Autor eine neue Theorie des Stahlbetons entwickelt, die 
eine weit. bessere Anpassung der Rechnung an das wirkliche Verhalten des Stahlbetons im Bruch- 
zustand ergibt. Das Werk darf als Wegbereiter einer weiteren Entwicklung der Stahlbetontheorie 
bezeichnet werden. Sein Studium wird dem gewiegten Fachmann ebenso reichen Nutzen bringen 
wie dem Studenten. F. Pongratz, Wien. 


Allgemeine Hochfrequenztechnik. Von F.Kracmar. Erster Teil: Physikalische Grund- 


lagen. Mit 134 Abb., 1988. Wien: Universum Verlagsges. m. b. H. 1947. 


Bei der Bedeutung, welche die Hochfrequenz heute besitzt und dem grofen Interesse, dessen 
sie sich in weiten Kreisen erfreut, besteht ein Bediirfnis nach nicht zu umfangreichen, verhaltnis- 
maBig leicht faBlichen, aber doch zuverlassigen Einfihrungen. Diesem Zweck ist der vorliegende 
Band gewidmet, dem ein zweiter tber ,,Ultrahochfrequenztechnik“ folgen soll. 

Der vorliegende erste Teil beginnt mit den Schaltelementen der allgemeinen Hochfrequenz- 
technik, erértert sodann den geschlossenen Schwingungskreis, die Ausbreitung elektromagnetischer 
Wellen, die Antenne und schlie8t mit einem Kapitel tiber die physikalischen Grundlagen der 
Elektronentheorie. hae 

Die Darstellung ist durchgearbeitet, klar und entspricht durchaus dem angestrebten Zweck. 

Auf 8. 39 befindet sich eine Formel, (40a), die eine kleine Ungenauigkeit enthalt, aber un- 
besehen die Jahrzehnte hindurch unverindert von Lehrbuch zu Lehrbuch itibernommen wird. 
Die Berechnung der Elektrizitatsmenge durch ein unbestimmtes Integral ist nicht ganz korrekt, 


da auch die anfangliche Elektrizitétsmenge zu beriicksichtigen und der Beginn der Zeitzihlung 
anzugeben ist. Wenn auch das Endergebnis hiervon unberihrt bleibt, so soll doch auch auf solche 


Kleinigkeiten geachtet werden. 
_ Das Buch ist jedem, der sich fiir Hochfrequenz interessiert und eine klare, leicht lesbare 
Einfitthrung sucht, warmstens zu empfehlen. LL. Kneissler, Wien. 


Berichtigung. 


Osterr. Ingenieur-Archiv, Band II (1948), Heft 2, S. 119, 120, 122; H. Watzlawek, Sphirische Aber- — 


ration diinner Einzellinsen nach D. Argentieri. 


: In den Gleichungen (19, 24, 24a u. 33) fehlen die linken Seiten. Es ist tiberall einzusetzen: 
(Ae) = 0 Sv... ; i. . 
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Osterreichisches Ingenieur-Archiv, Band II, Heft 3 


Vor kurzem erschien: 


Natur und Erkenntnis 


Die Welt in der Konstruktion des heutigen Physikers 
Von . 


Arthur March 


Professor fiir theoretische Physik an der Universitit Innsbruck 
Mit 18 Abbildungen. VIII, 239 Seiten. 1948. In Osterreich 8 36.—; im Ausland sfr. 18.— 


Das Buch wendet sich an jeden, der sich tiber die der modernen Physik zugrunde liegenden 

Ideen zu unterrichten wiinscht, und vermittelt dem Leser in glinzender Darstellung Ver- 

stindnis fiir den erkenntniskritischen Geist, aus dem die letzten entscheidenden Entdeckungen 
der Physik hervorgegangen sind. 


Vor kurzem ist erschienen: 


Erganzungen zur Experimentalphysik 


EKinftihrende exakte Behandlung physikalischer Aufgaben, Fragen und Probleme 
Von 


. ; Dr. H. Greinacher 


o. Professor der Physik an der Universitit Bern 


Zweite, vermehrte Auflage 
Mit 82 Textabbildungen. X, 186 Seiten. 1948. In Osterreich S 26.—; im Ausland sfr. 12.— 


Das Buch bildet eine Herausgabe von Vorlesungen, die der Verfasser an der Universitat Bern in 
Erginzung zu seinen Vorlesungen tiber Experimentalphysik halt. Es wendet sich aber nicht nur an 
alle Studierenden, die Physik als Haupt- oder Nebenfach studieren, den angehenden Physiker, 
dem es den Ubergang zum Studium der theoretischen Physik erleichtern hilft, sondern dartiber 
hinaus auch an den gré8eren Kreis jener, die sich fiir physikalische Fragen und Probleme 
interessieren. Die zweite Auflage ist gegeniiber der ersten Auflage, die 1942 erschien und innerhalb 
zweier Jahre ausverkauft war, revidiert und um zwei Kapitel und eine Reihe weiterer Aufgaben 
vermehrt worden. 


Zu beziehen durch jede Buchhandlung 


Usterreichisches Ingenieur-Archiv, Band II, Heft 3 


Die Verbrennungskraftmaschine 
Herausgegeben von 
Prof. Dr. Hane List, Graz 


Erscheint in 16 Banden, die in sich abgeschlossen und einzeln kauflich sind 


Soeben wurde ausgeliefert: 
Band 9: 


Die Steuerung der 
Verbrennungskraftmaschinen 


Von 
Prof. Dr. techn. Ing. A. Pischinger, Graz 


Mit 269 Abbildungen. VIT, 240 Seiten. 1948. In Osterreich S 120.—; im Ausland sfr. 60.— 


Auf Grund der Erfahrungen, die der Autor in seiner Tatigkeit in der Industrie, als Hoch- 

schullehrer und als Leiter eines Forschungsinstitutes gesammelt hat, ist er der berufene 

Fachmann, das Gebiet so darzustellen, daB das Werk sowohl dem Studierenden als auch 

dem fortgeschrittenen Ingenieur zur Erweiterung seines Wissens wird verhelfen 

konnen. Die Ausfiihrungsbeispiele wurden zum gréBten Teil aus dem Gebiete des Fahrzeug- 

und Stationaérmotors gewahlt, wogegen der theoretische Teil elle auch fiir andere 
Sonderkonstruktionen gilt. 


Ferner liegen vor: 


Band 8, Teil 2: Die Dynamik der Verbrennungskraftmaschine. Von Prof. Dr.- 
Ing. H. Schrén, Miinchen. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 187 Abbildungen. 
VIII, 201 Seiten. 1948. In Osterreich § 72.—; im Ausland sfr. 36.— 


Band 12: Ortsfeste und Schiffsdieselmaschinen. Von Ob.-Ing. F. Mayr, 
Augsburg. Zweite, unveranderte Auflage. Mit 318 Abbildungen. VIII, 330 Seiten. 
1948. In Osterreich S 128.—; im Ausland sfr. 64.— — 


Von den in Vorbereitung befindlichen weiteren 13 Banden werden im Sommer 
bew. Herbst 1948 erscheinen: 


Band 1, Teil 1: Betriebsstoffe. Von Priv.-Doz. Dr. A. Philippovich, Wien. Zweite, neubearltate 
Auflage. Mit 80 Abbildungen. Etwa 160 Seiten. 


Band 4: Ladungswechsel. Von Prof. Dr. H. List, Graz. i 


Band 10: Das Triebwerk schnellaufender Verbrennungskraftmaschinen. Von Ob.- Ing. 
H. Kremser, Graz. Zweite, neubearbeitete Auflage. 


Zu beziehen durch jede Buchhandlung 
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